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Vorwort zur 1. Auflage 


Die Ergebnisse der speziellen Relativitätstheorie gehören zum experimen- 
tell gesicherten Bestand der Physik. Ohne die Ergebnisse und Arbeits- 
methoden der speziellen Relativitätstheorie wären die vielfältigen Ent- 
wicklungen auf dem Gebiet der Atom- und Kernphysik undenkbar. Zum 
Eindringen in das Verständnis der modernen Physik sind deshalb Kennt- 
nisse der Relativitätstheorie eine notwendige Voraussetzung. nu 
Das Buch ist für Zwecke der Aus- und Weiterbildung einschließlich des 
. Selbststudiums insbesondere der Lehrer geschrieben und wendet sich an 
den Leserkreis, der die „Theoretische Physik‘ gar nicht oder nur in be- 
scheidenem. Umfang kennt. 
Das Hauptanliegen dieses Buches soll es sein, dem Studierenden durch 
‚möglichst elementare Darstellungen der Relativitätstheorie einen Zugang 
zu: diesem physikalisch interessanten und wichtigen Gebiet zu ermög- 
lichen. Es werden nur einfachste mathematische Hilfsmittel verwendet; 
bewußt wird z.B. auf Vierervektoren, Determinanten, Matrizen und den 
Tensorkalkül verzichtet. 
Die wichtigsten Ergebnisse werden überblicks- und gerüstartig entwickelt. 
In einem besonderen Teil werden „Aufgaben und Übungen“ im einzelnen 
‚ behandelt. Darin werden erstens eine Anzahl von Anwendungsbeispielen 
durchgerechnet und zweitens eine Reihe von ausführlichen Herleitungen 
gegeben, um einerseits den vorangestellten Überblick zu entlasten und 
andererseits dem Studierenden Gelegenheit zur Festigung und Anwendung 
seiner Kenntnisse zu geben. In der Gesamtheit der Übungen soll durch die 
vorgenommenen Querverbindungen die logische Geschlossenheit des Ge- 
dankensystems der speziellen Relativitätstheorie hervortreten. 
Das Eindringen in die allgemeine Relativitätstheorie mit dem Ziel der selb- 
ständigen Anwendung der Ergebnisse und Arbeitsmethoden ist ohne die 
Kenntnis der Tensorrechnung, der partiellen Differentialgleichungen und 
der nichteuklidischen Geometrie nicht möglich. Im Hinblick auf das oben 
‘genannte Anliegen kann deshalb nur ein elementarer Überblick über die 
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Denkmethoden und die wichtigsten Ergebnisse — ohne Anwendungen und 
Übungen — gegeben werden. 2 

Es ist der besondere Wunsch des Verfassers, daß die vorliegende elemen- 
tare Darstellung den Leser zum Studium spezieller und weiterführender 
Literatur anregen möge. 

Für Korrekturen und Diskussionen sei Herrn Dr. E. GERTE (Zentralinstitut 
für Astrophysik der Deutschen Akademie der Wissenschaften zu Berlin) 
herzlich gedankt. Den Mitarbeitern des Verlages, Herrn Cheflektor 
L. Borz, Frau Dipl.-Phys. G. Zaun und Frau H. Fısc#us, sage ich für die 
jederzeit freundliche und verständnisvolle Zusammenarbeit meinen besten 
Dank. 


Potsdam-Babelsberg, im Oktober 1968 Horst MELCHER 


Vorwort zur 4. Auflage 


Gegenüber den vorangegangenen Auflagen wurden einige zusätzliche Ab- 
schnitte aufgenommen und neuere Entwicklungen berücksichtigt. 
Möge das Buch weiterhin Brücke und Hilfe für die Studenten sein, die von 
einfachen Physikkenntnissen rasch zu den Elementen der Relativitäts- 
theorie gelangen möchten. en 
Hinweise jeder Art nimmt der Autor dankbar entgegen. Herrn Dr. Mar- 
Tin Strauss (Institut für reine Mathematik der Akademie der Wissen- 
schaften der DDR) sei für eine Diskussion bestens gedankt. Besonders 
herzlicher Dank gebührt Herrn Dr. sc. EwaLp GeRTH (Zentralinstitut für 
Astrophysik der Akademie der Wissenschaften der DDR) für das Lesen 
von Korrekturen sowie für die Programmierung und Berechnung umfang- 
reichen Tabellenmaterials zu den in diesem Buch enthaltenen Gleichungen. 
Für die freundliche und angenehme Zusammenarbeit bin ich den Mit- 
arbeitern des Verlages, Herrn Cheflektor Dr. L. Bow, Frau Dipl.-Phys. 
G. Zaun und Frau H. FıscHzr sehr dankbar. 


Potsdam-Babelsberg, im September 1972 Hossr MaLomeR 
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Zum Begriffssystem der Relativitätstheorie 


Die Relativitätstheorie stellt die physikalischen Meßergebnisse und Sach- 


: verlislte dar, die von einem bewegten Bezugssystem aus beurteilt werden. 


Eis ist eine Alltagserfahrung, daß solche Angaben wie „links“ und ‚rechts‘, 
„vorwärts“ und „rückwärts“, „groß“ und „klein“ oder ‚Tag‘ und ‚Nacht“ 
nur sinnvoll sind, wenn man ein geeignetes Koordinaten- oder Bezugs- 
system dazu angibt. Diese Angaben sind vom Standpunkt (Geschwindigkeit 
v® = 0).des Beobachters abhängig. In den Maßstäben des Weltalls sind 
auch die Begriffe „oben“ und „unten“ relativ, d.h. von der Wahl des 
Bezugs- oder Koordinatensystems abhängig. Damit ist einleuchtend, daß 
für eindeutige Ortsangaben ein derartiges System erforderlich ist, wie z.B. 
das Gradnetz auf einem Globus. Es ist aber auch ersichtlich, daß man. 


. genausogut beliebige andere Bezugssysteme wählen kann, um die Lage 
. eines Ortes (Raumpunktes) anzugeben. An Stelle von rechtwinkligen 


Koordinatensystemen!) kann man auch beliebig schiefwinklige Systeme 
oder Systeme mit Polarkoordinaten benutzen. 


“ Die "Darstellung und Analyse der physikalischen Vorgänge und Gesetz- 


mäßigkeiten von einem bewegten System aus ist nicht trivial und bereitet 
anfänglich einige Schwierigkeiten. Es ist zu erwarten, daß die Beurteilung 
physikalischer Tatbestände von der Geschwindigkeit v=+ 0 (und von der 
Beschleunigung a) abhängt, die zwischen zwei Systemen besteht, in 
denen sich experimentierende Physiker befinden, die dieselben Versuche 
durchführen und nun gegenseitig die Ergebnisse und Gesetzmäßigkeiten 
fixieren und austauschen. Hierbei ist zunächst festzustellen, daß die phy- 
sikalischen Gesetzmäßigkeiten in den Systemen selbst unabhängig von- 


einander dieselbe Form haben. 
Von vornherein ist zu bemerken, daß man die Informationen aus einem 


anderen (bewegten) System dureh das Licht erhält, das für die Beobäch- 


1) Koordinatensysteme sind Darstellungshilfsmittel und haben an sich mit 
den zu beschreibenden Gegenständen und Vorgängen nichts zu tun. 
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tungen und Messungen unerläßlich ist. Dabei wird die Relativgeschwin- 
digkeit v» zwischen zwei: bewegten Systemen in bezug auf die Lichtge- 
schwindigkeit c eine wesentliche Rolle spielen, insbesondere wenn v in die 
Größenordnung von c kommt. j 
Zur Verschiedenartigkeit i in der Beurteilung von Bewegungsgesetamäßig- 


“ keiten seien zwei Beispiele genannt. 


1. Ein Tischtennisspiel läuft in derselben Weise in einem mit gleichblei- 
bender Geschwindigkeit fahrenden Eisenbahnwagen ab wie auf einem - 
Platz an der Bahnstrecke. Wirft der Spieler im fahrenden Zug den Ball 
senkrecht nach unten, so stellt der Beobachter am. Bahndamm aller: 

\ dings keine senkrechte Bewegung, d.h. keine Gerade der Flugbahn, 
sondern eine Parabel fest. Die Frage, wer recht hat und wie die Bahn 
„wirklich“ sei, ist sinnlos. Jeder hat von seinem Standpunkt (besser: 
Bewegungszustand) aus recht. Die Bahnkurve ist.keine absolute Größe. 

2. Ein Radfahrer sieht die von ihm getretenen Pedale eine Kreisbewegung 
ausführen, ebenso ein relativ zu ihm ruhender Beobächter, der in glei- 
cher Höhe. mit. derselben gleichförmigen Geschwindigkeit mitfährt. 
Dem an der Fahrbahn stehenden Beobachter stellt sich die Form der 
'Pedalbewegung allerdings als Zykloide dar. 

Damit ist ersichtlich, welche Rolle bewegte Bezugssysteme bei der Dar- 

stellung physikalischer Sachverhalte spielen. Das bedeutet aber, daß man 

entsprechende Transformationen finden muß, um die Gesetzmäßigkeiten 

zwischen den einzelnen Bezugssystemen umzurechnen. i 

In der Newtonschen Physik spielt der Begiff des Inertialsystems eine 

grundlegende Rolle: Es handelt sich dabei um ein räumliches Bezugs- 

system, in dem für die Bewegung eines Massenpunktes (bei Verwendung 
rechtwinkliger kartesischer Koordinaten) das Newtonsche Bewegungs- 
gesetz in der Form „Kraft gleich Masse mal Beschleunigung“ (F = ma) 
gilt. Geht man mit Hilfe einer Umrechnungsbeziehung nach GALILEI 

(Galilei-Transformation) zu einem anderen, gegenüber dem ersten mit 

geradlinig gleichförmiger Geschwindigkeit v bewegten Bezugssystem über, 

so ergibt sich für das Newtonsche Bewegungsgesetz. wieder die gleiche 

Form; es ist forminvariant (kovariant). Die Forminvarianz der Newton- 


schen Bewegungsgleichung bei Galilei- Transformation bezeichnet man als 


Galileisches Relativitätsprinzip. Beim Übergang zu beschleunigt bewegten 
Bezugssystemen besteht die Kovarianz nicht mehr. 
Die grundlegenden Beziehungen der Elektrodynamik sind durch die 


-Maxwellschen Gleichungen gegeben. Wendet man auf diese Gleichungen 


die Galilei-Transformationen an, so erweisen sie sich als nicht kovariant: 
Hiernach würden elektromagnetische Erscheinungen von der. Relativ- 
geschwindigkeit v gegenüber einem als (absolut) ruhend angenommenen 
System abhängen. Das aber steht im Widerspruch zur Erfahrung, wo- 
näch alle Inertialsysteme gleichberechtigt sind. 
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Die Maxwellschen Gleichungen sind jedoch kovariant Bebsnaher der 


Lorentz-Transformation. 

Gemäß dem Prinzip von der Einheit der Physik, in der alle Teilgebiete 
miteinander verbunden sind, wäre es unbefriedigend, für zwei grund- 
legende Gebiete der Physik (Mechanik und Elektrodynamik) zwei ver- 
schiedene Transformationen anwenden:zu müssen. 

ALBERT Einstein zeigte durch eine tiefgründige Analyse des Newtonschen 


Raum- und Zeitbegriffes, daß Denkgewohnheiten keine Denknoiwendig- 
keiten zu sein brauchen. Er fand aus der Raum-Zeit-Analyse die Lorentz- 


Transformation und bewies, daß die Newtonsche Mechanik so abgeändert 
werden muß, daß sie — wie die Elektrodynamik -—- gegenüber der 
Lorentz-Transformation kovariant ist. 

Die Untersuchung des unterschiedlichen Transformationsverhaltens der 
mechanischen und elektrodynamischen Gesetze führte EımstEin zur 
Formulierung zweier Prinzipien, die die Grundlage der speziellen Rela- 
tivitätstheorie (SRT) bilden. 


1. Spezielles Relativitätsprinzip: 


Alle gleichförmig geradlinig bewegten Bezugssysteme sind gleichberech- 
tigt und gleichwertig. In diesen Systemen (Inertialsystemen) laufen alle 
physikalischen Erscheinungen in derselben Weise ab. Die Naturgesetze 
haben in diesen Systemen die gleiche mathematische Form. 

Mit anderen Worten: Es gibt kein Bezugssystem, das vor anderen in 
irgendeiner Weise ausgezeichnet (oder unterscheidbar) wäre. Damit exi- 
stiert im besonderen kein absolut ruhendes System; es’gibt nur relativ 
zueinander in Ruhe befindliche Systeme. Jede Art von Bewegung ist nur 
relativ, d. h., sie ist nur hinsichtlich eines Bezugssystems darstellbar. 
Einim abgeschlossenen Kasten experimentierender Physiker ist mit keinen 
Mitteln imstande zu erkennen, ob sich der Kasten in Ruhe oder in gerad- 
linig gleichförmiger Bewegung befindet. 

Das spezielle Relativitätsprinzip gilt ausnahmslos für alle physikalischen 
Disziplinen. 


2. Prinzip von der Konstanz der Vakuum- Lichtgeschwindigkeit: 


Bei geradlinig gleichförmiger Bewegung zwischen Lichtquelle und Beob- 


achter wird die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit unabhängig von der Re- 
lativgeschwindigkeit v zum selben Wert c gemessen. 

Dieses Prinzip beruht ebenfalls auf experimentellen Erfahrungstatsachen 
(Michelson-Versuch) und bedarf keiner Interpretation. 

Das auf diesen beiden Prinzipien aufgebaute Begriffssystem und die Ge- 
samtheit der daraus gefolgerten Resultate stellen den Inhalt der SRT 
dar. 

Die Relativierung von Baum Sn Zeit führt konsequent auch zur Relativie- 
rung der „Gleichzeitigkeit‘“ : Es ist für zwei zueinander bewegte Beob- 
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achter prinzipiell nieht möglich, zwei Ereignisse .als („absolut‘ ‘) gleich- 
zeitig festzustellen. 
Das wesentlichste Ergebnis der SRT — nach Eıssrem — ist die Äqui- 
valenzbeziehung # = me*. 

Die tiefe Bedeutung der Lorentz-Transformation ist darin zu sehen, daß 
sie ein Kriterium darstellt, wonach die physikalischen Gesetze nur dann 
allgemeingültig sind, wenn die Beziehungen gegenüber dieser Transfor- 
mation invariant sind. Um, zu entscheiden, ob ein physikalisches Gesetz 
allgemeingültig ist, wendet man das Relativitätsprinzip als Kriterium an: 
Man stellt das Gesetz mit Hilfe der. Lorentz-Transformation für, ein 
anderes Inertialsystem dar. Bleibt dabei die mathematische Form des Ge- 
setzes erhalten (forminvariant), so liegt ein allgemeingültiges Gesetz vor. 
Dieses Kriterium ist offenbar häufig in seiner Aussage weitreichender als 
„experimentelle Bestätigungen“, da es in vielen Fällen zum Auffinden 
neuer Naturgesstze (beispielsweise X = me?) geführt hat. 

Ist die relativistische Invarianz eines physikalischen Gesetzes verletzt, 
so müßte dieses Gesetz in verschiedenen Bezugssystemen unterschiedlich 
formuliert werden; ein vor anderen ausgezeichnetes Bezugssystem steht 
aber im Gegensatz zum speziellen Relativitätsprinzip. 

Es ist demnach wichtig, Größen aufzufinden, die in verschiedenen. Sy- 
stemen gleich sind, die sich also bei Transformationen nicht ändern. 
Derartige Größen, die nicht veränderlich gegen relativistische Transfor- 
mationen sind, heißen Invarianten. 

Solche Invarianten sind beispielsweise die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit, 
die elektrische Ladung, der Druck eines idealen Gases, die Entropie und 
der raumzeitliche Abstand zweier Ereignisse (Welt-Linien-Element). 
Während der räumliche Abstand zweier Punkte (Länge eines Stabes) 
in.der klassischen Physik unveränderlich ist, also unabhängig von einem. 
rechtwinkligen oder schiefwinkligen Koordinatensystem zum selben Wert 


"bestimmt wird, ist in der SRT der räumliche Abstand relativiert, jedoch 


der raumzeitliche Abstand zweier Punkte im Raum-Zeit-Kontinuum 
invariant. 
Die SRT erweist sich als Spezialfall’ ‘der allgemeinen Relativitätstheorie 
(ART); sie gilt exakt nur für gravitationsfreie Räume. In der SET wird 
die enge Verknüpfung von Raum und Zeit nachgewiesen; in der ART 
wird der einheitliche anne von Raum, Zeit und Materie her- 
gestellt. 

Die klassische Physik ist ein Spezialfall der allgemeineren Gesetze der 
SRT. Sie gilt allein für Geschwindigkeiten v, die klein sind im Vergleich 
zur Vakuum- Lichtgeschwindigkeit: v<c. Die relativistische Physik 
spielt sowohl im Mikrokosmos, d.h. in der Atom- und Kernphysik, als 
auch im Makrokosmos bei der Untersuchung des. Gravitationsproblems 
und in der Kosmologie eine hervorragende Rolle. 
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In der SRT ist das Raum-Zeit-Kontinuum des physikslischen Geschehens 


der Minkowski-Raum, in der ART ein Riemannscher Raum, dessen Krüm- 


mung durch die gravitierenden Massen bestimmt wird. 


Die glanzvollste theoretische Leistung Albert Eınsremns ist zweifellos die 
Begründung der allgemeinen Relativitätstheorie. EmsrEis stellte sich 
die Aufgabe zu untersuchen, wie die Transformation von physikalischen 
Gesetzen zu erfolgen hätte, wenn Nichtinertialsysteme vorliegen, wie man 
also im Falle von Bezugssystemen eines beliebigen (beschleunigten) Be- 
wegungszustandes zu transformieren hätte. Des weiteren untersuchte er 
die vorzunehmende Änderung des Newtonschen Gravitationsgesetzes, das 
gegenüber einer Lorentz-Transformation nicht kovariant ist. In diesem 
Gesetz kommt zum Ausdruck, daß sich die Wirkung der Gravitationskraft 


mit unendlich großer Geschwindigkeit — also momentan — ausbreitet, 


was im Widerspruch zu der Tatsache steht, daß die Vakuum-Licht- 
geschwindigkeit die größte Geschwindigkeit ist, mit der man Signale 
(Energie) übertragen kann. 

Die ART basiert ebenfalls auf zwei Prinzipien. 


1. Das allgemeine Relativitätsprinzip: 


Es ist grundsätzlich kein irgendwie gearteter Bewegungszustand vor einem 
anderen ausgezeichnet; die Naturgesetze haben demzufolge.in jedem be- 
liebigen Bezugssystem dieselbe mathematische Form. Mit anderen Wor- 
ten: Die Naturgesetze sind kovariant gegenüber beliebigen Koordinaten- 
transformationen. Zur Erfüllung der Kovarianz müssen die Gesetze im 
vierdimensionalen Raum-Zeit-Kontinuum dargestellt werden. 


2. Prinzip der (lokalen) Äquivalenz der Beschleunigung und der Gravi- 
tation: 

Ein in einem abgeschlossenen Kasten experimentierender Physiker ist mit 

keinen Mitteln imstande zu unterscheiden, ob sich der Kasten in gleich- 

förmig beschleunigter Bewegung relativ zu einem Inertialsystem befindet 

oder.ob er sich statt dessen in Ruhe, aber in einem homogenen Gravi- 


tationsfeld befindet. Diese Ununterscheidbarkeit beruht auf der Erfah- 


rungstatsache der Proportionalität von schwerer und träger Masse. 
EINSTEINs weitere Untersuchungen erbrachten das Ergebnis, daß in. be- 
schleunigten Systemen — also auch in Gravitationsräumen — die euklidi- 
sche Geometrie des Raum-Zeit-Kontinuums durch die Riemannsche 
(nichteuklidische) Geometrie zu ersetzen ist. 

Die Einsteinsche Gravitationstheorie gründet sich auf die Erfahrungs- 
tatsache der Gleichheit von träger und schwerer Masse, die durch viele 
Experimente mit einer bis ins Extreme gesteigerten Genauigkeit als 
Naturgesetz bestätigt wurde. Unter der trägen Masse versteht man die 
Eigenschaft von Körpern, Bewegungen einen Trägheitswiderstand ent- 
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gegenzusetzen. Die schwere Masse (Gravitationsladung) ist die Eigen- 
schaft, Schwerkraft (Gravitation) auszuüben. 

Da man bei der Bewegung eines Massenpunktes nicht die Wirkungen von 
Trägheit und Schwerkraft unterscheiden kann, hat Einstein eine Er- 
. weiterung ‘(Verallgemeinerung) des klassischen Trägheitsprinzips von 
GALILEI und NEWTON vorgenommen, das nunmehr die: Beschleunigung, 
die ein Massenpunkt durch ein Gravitationsfeld erfährt, mit berücksich- 
tigt: 

Die Bahn eines sich selbst überlassenen Massenpunktesi ist eine geodätische 
Weltlinie. Hierbei bedeutet ‚sich selbst überlassen‘, daß er nicht durch 
andere Kräfte (z. B. elektrische oder magnetische) beeinflußt wird. Die 
Trägheitsbahnen sind Geraden, wenn das Gravitationsfeld verschwindet. 
Das ist in der SRT (ebener Raum) der Fall. 

Die aus den Einsteinschen Feldgleichungen der Gravitation vorher- 
gesagten Effekte wurden — in den Grenzen der derzeitigen Meßgenauig- 
keit — bestätigt. Mit der relativistischen Gravitationstheorie wurde ZU- 
‚gleich der Grundstein für die Kosmologie gelegt. 

Die ART steht selbst nach ihrer über. 50jährigen Geschichte noch immer. 
im Mittelpunkt des Interesses, da sie keineswegs als abgeschlossen ange- 
sehen werden darf. Diese Theorie stellt eine völlig neue Auffassung vom 
Wesen der Gravitation dar (Nahwirkungstheorie). In den letzten Jahren 
haben viele Physiker an ihrer Weiterentwieklung gearbeitet, und gegen- 
“ wärtig werden’ neue theoretische Auffassungen und neue Experimente er- 
örtert. 

Einsteins Forschungen waren auf die weitere Verallgemeinerung der 
ART gerichtet. Bis zu seinem Tode (1955) arbeitete er'an der Schaffung 
einer einheitlichen (geometrischen) Feldtheorie, die z.B. das Gravitations- 
feld mit dem elektromagnetischen Feld vereinen sollte. Es gilt aber auch, 
die Felder zu berücksichtigen, die in den Mikrodimensionen der Materie 
eine Rolle spielen. 

Durch die in den letzten Jahren erzielten Fortschritte in der Meß- und 
Beobachtungsgenauigkeit können nicht nur die bekannten „klassischen“ 
Tests der ART verfeinert, sondern vor allem gänzlich neue Experimente 
realisiert werden. Die Weiterentwicklung der Gravitationstheorie hängt 
entscheidend von der möglichst genauen experimentellen Bestätigung _ 
oder Widerlegung der nach der ART zu erwartenden quantitativen 
Effekte ab. Eine Entscheidung zwischen den möglichen Erweiterungen 
der Einsteinschen Theorie durch P. JorDas, C. Brass und R. H. Dioxz 
und der Einsteinschen ART kann natürlich nur durch Experimente her- 
‚beigeführt werden. 


Spezielle Relativitätstheorie 


1. Relativbewegungen 
(klassisches Relativitätsprinzip nach Garıum) 


Im Rahmen der SBT werden — im gravitationsfreien Raum — Bewegun- 
gen betrachtet, die geradlinig und gleichförmig zueinander verlaufen. 

Das folgende Beispiel dient der Vorbereitung des Verständnisses des Ex- 
perimentes von MIcHELSON und hat zunächst mit der Einsteinschen 
Theorie selbst nichts zu tun. Dieser Versuch und die mathematische Form 
des Ergebnisses können bereits durch Anwendung des Lehrsatzes des 
“ Pythagoras!) erfaßt werden, so daß die Diskussion des eigentlichen Michel- 
son-Experimentes durch häufig störende Nebenbetrachtungen nicht be- 
lastet zu werden braucht. Die folgenden Erörterungen bringen nicht nur 
die für die Deutung des Michelson-Versuchs notwendigen mathematischen 
Beziehungen, sie enthalten auch,schon implizit die Relativbewegung von 
zwei Koordinatensystemen S und &. 

Betrachtet man in einem Gewässer die drei Punkte A, B und C, in 
denen sich. beispielsweise Bojen oder (verankerte) Boote befinden mögen 
(Abb. 1.1), dann kann man die Zeiten berechnen, die benötigt werden, 


wenn die Entfernungen AB= AC=1 mit der Geschwindigkeit e (von ' 


Schwimmern, Booten, Flugkörpern, Schallsignalen oder Massenpunkten) 
zurückgelegt werden?): 


1. Fall: 
Ruhendes Gewässer, also PERRIUNEREE chmindszkent v0; 
Ii=00m; c=10ms!, 


Für die F Entfernung AB=1 benötigt der Massenpunkt (das Signal) % = le 
= 305; für den Rückweg von B nach A benötigt der Massenpunkt im. 


i) Dieser Lehrsatz findet nicht nur eine. Verallgemeinerung durch den Ko- 
sinussatz bei der vektoriellen Addition von. Geschwindigkeiten, sonderr: 
auch bei der Darstellung des Weltlinienelementes der SRT und der ART. 

*) In diesera Kapitel bezeichnet c nicht die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit. 
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 ruhenden Gewässer dieselbe Zeit, so daß-sich für den Hin- und Bäelsres 
insgesamt, =, +%=30s+ 305 = 605 ergeben... 

- Die Zeit %, für den Weg von A nach Ü und zurück ergibt sich unter 

den gleichen Bedingungen ebenfalls uber +7- os s; es gilt hier 

alsch=h=t. 


2. Fall: 
Strömendes Gewässer (Abb. 1.1). Strömungsgeschwindigkeit v=5dms!; 


= 300 m;.c = 10 ms!. A, B, € feste Punkte Begendber der Strömung 
(z.B. verankerte Boöte). 


Es sollen wieder die Zeiten t, und ti, berechnet werden: 


t, die Zeitdauer der Bewegung von A nach B{r,) und zurück Ba A(r); 
t, die Zeitdauer der Bewegung von A nach C'(rf) und zurück nach A (rF). 


Als resultierende Geschwindigkeit ergibt sich in Richtung der Strömung 
(10 + 5) ms! und gegen die Strömungsrichtung (10 — 5) ms’!. (Das ist 
.. .die Aussage des klassischen SION ESPEDISIBE > von GALILEI für die Addi 
tion von Geschwindigkeiten. ) 
. ‚Es folgt somit r, = 300 m/15 ms! = 20 s und nn: = 300 m/5 msi = 608, 
. also ı = 208-4 605 = 80. 
Um von A nach (dem festen Punkt); C zu gelangen, muß man einen Mor: 
haltewinkel & einkalkulieren, der für die Rückfahrt dieselbe Größe hat. 
Wegen der Gleichheit der Bedingungen dauert die Fahrt von A nach C 
genausolange wie von C nach A. (Die En Dreiecke ACA’ und 
0’AA’ sind kongruent.) 


Aus den rechtwinkligen Dreiecken or AA” = 20° +, Ac”, also 
cp? + Esist y=Ti +7; wegen 7 = ı# gilt hier 
4 = 218, somit also 


: fa Be, 
9.10 ms ) — zome + 300? m?. 
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_ Hieraus folgt 


Ba 300m 
© Y (10° — 52) ms?’ 


. also 2 


[7 == 69,3 S. : R 
Es besteht also in diesem Fall ein Zeitunterschied für die beiden Bewegun- 
gen:. = " “s 
u A=b—b=10,7s. 
3. Fall:'. u 
Strömendes Gewässer. Strömungsgeschwindigkeit v = 5 ms}; 
= 300. m; ce’ = 10. ms”! (Geschwindigkeit im bewegten System). 


 4,.B,C fest miteinander verbundene Punkte (Boote), die mit der Strö- 
.. mung, treiben. = 


Es sollen wieder die Zeiten für die Längs- und: Querbewegung berechnet 
werden, wenn der Massenpunkt von A nach B-(und zurück. nach A) sowie 
von A nach (© (und. zurück nach A) mit der Geschwindigkeit c’ bewegt 
Vom Standpunkt des mitbewegten Beobachters ist Fall 3 mit Fall 1 gleich- 
wertig. Der Massenpunkt legt die Strecken AB und AC in den gleichen 
Zeiten zurück wie im Fall 1.’ Für den ruhenden Beobachter überlagert sich 


der Bewegung des Punktes im bewegten System noch die Geschwindig- 


keit v des bewegten Systems (Strömung): 


Es hat keinen Sinn zu unterscheiden, welchesSystem ruht und welches be-. 
wegtist. Man kann nur feststellen, daß sich zwei Systeme gegeneinander . 
mit. einer 'gewissen Geschwindigkeit bewegen. Deshalb wird stets per. 

. definitionem, festgesetzt, welches System oder welcher Beobachter als. 


ruhend betrachtet. werden soll: 


System verbunden ist. 


4. Fall): - 


Als ruhender Beobachter gilt stets derjenige, der fest mit dem betreffenden 


Ruhendes Gewässer. Bewegung des Systems der Punkte A, B und C mit . 
der Geschwindigkeit v=5mst; 2=300m; c—=10ms!. Die Punkte 


1) Diese 4 Fälle wurden völlig klassisch behandelt, d. h., es wurden absichtlich 


nieht die Zeiten für Lichtsignale zwischen AB und AC betrachtet. Es stellt 


sich ja beim Michelson- Versuch heraus, daß die klassischen Rechnungen für 
das Licht keine Gültigkeit haben. Zu denin den 4 Fällen erhaltenen Ergeb- 
nissen kann man auch mit Hilfe von akustischen Signalübertragungen kom- 
men a & 
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. mit.der' Geschwindigkeit.c bewegt (Abb. 1.2). 


A, B und ( können starr miteinander verbundene Boote sein, die durch. 
das ruhende Gewässer fahren. . 

Es sollen. wieder die Zeiten für die Längs- und Querbewegung berechnet 
werden, wenn sich der. Massenpunkt (bzw. das akustische Signal) von A 
nach -B (und. zurück nach A) sowie von A nach € (und zurück nach A) 


Im Augenblick des Startes von A, befinden sich die in dem zuhenden Ge- 
'wässer fahrenden Boote in A,, B, bzw. C,. Das Boot C wird in 0, erreicht. 
Nach dieser Zeit t,/2 befinden sich die Boote A und B bei A, und B,. Das 
Boot A wird nach unmittelbarer Rückkehr von 0, bei A, wieder erreicht. 


BA, = BaA,. 


Es ist ersichtlich, daß die Aufgabe nur für c > v lösbar ist; denn für 
e< v würde das bewegte System der Boote dem im ruhenden System 
langsamer bewegten Punkt enteilen. 


Die Lösung der Aufgabe führt zu demselben Ergebnis wie im Fall 2: 
4=8%0s und „= 6935. 


Die Fälle 2 und 4 sind also gleichwertig. Das ist eine Folge des klassischen 
. Relativitätsprinzips. Nach der SRT unterscheiden sich aber die Fälle 2 
und 4 wegen des Einsteinschen Additionstheorems der Geschwindigkeiten 
in zwei Bezugssystemen, wenn deren Relativgeschwindigkeit v ist und 
gegenüber c nicht mehr vernachlässigt werden kann. Vergleiche hierzu das 


Beispiel: eines mit z c, d.h. mit 80%, der Lichtgeschwindigkeit bewegten 
Zuges (vgl. 9.4., 9.5., 9.6.). 


Die folgende elementars mathematische Form faßt die Ergebnisse der be- 
trachteten vier Bewegungsaufgsben zusammen. 
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Für die Zeit t, (Bewegung parallel zur Strömung) erhält man: 


; I u; lc+Iv+tle—Iv 
ATMAUT ni 


m! a 1 
Eu a a 


Es ist t= 21je die Zeitdauer für die Bewegung, wenn keine Strömung 
vorhanden ist (Falll: v = 0). Führt man it und die Abkürzung v/c = ß 
ein, so erhält man 


ad 


1 

ai (1.2) 

Für t, folgt allgemein aus (c 1,/2)? = (® 13/2)? + 1° 
1 | 2ı 1 | 
2 _4R EEE SE 
R=4L ne, also 4, = z SE; ) 
"Va 

oder mit den Abkürzungen 2 1jce = t und v2/c2 = ß? 

, = FRE IR ae (1.4) 


iR 


Als Zeitunterschied der beiden Bewegungen findet man aus dl: 2) und 


(1.4): 
. 1 | E 
A=t u = — |, 1.5 
; Tea ea 
d.h. aber 
A=0, sofern v#+d. 


Dieses Ergebnis At-+0 erhält man auch, wenn die Überlegungen zu 
Abb. 1.1 und 1.2 mit einem zwischen den Punkten A, B und C© übermittel- 
ten Schallsignal angestellt werden. Es steht in Übereinstimmung mit der 
Erfahrung. Wählt man aber ein Lichtsignal, s6 würde wohl — zunächst 
mangels anderer Erfahrungen — das gleiche Ergebnis At =F 0 zu erwarten 
sein. Im folgenden Abschnitt wird jedoch gezeigt, daß die Experimente 
für Licht At = 0 ergeben. Aus diesem Grunde wurden die vorbereitenden 
Überlegungen nicht auf Lichtsignale übertragen. 
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Aus den-Formeln kann man unmittelbar dureh Einsetzen der Werte für v 
und c. die Werte i, und 1, berechnen, wenn die Zeit; (beiv=0) bekannt ist. 
Diese Ergebnisse sind unabhängig davon, ob die Messungen stets vom Ufer . 
aus oder aber vom ruhenden oder gegenüber dem Ufer bewegten Boot 4 
aus vorgenommen werden. (Bei großen Geschwindigkeiten, die mit der 
Lichtgeschwindigkeit vergleichbar sind, gilt das jedoch nicht mehr!) Hierin 
ist bereits implizit die Galilei-Transformation und insbesondere die Ab- 
straktion der beiden Koordinatensysteme 8 und 8’ enthalten, die sich mit 
der Geschwindigkeit ® gegeneinander bewegen. 

Wäre die Geschwindigkeit der Wasserströmung — oder im. ‚Falle von Flug- 
zeugbewegungen die Windgeschwindigkeit — unbekannt, dann könnte 
man sie aus der Differenz der Fahr- bzw: Flugzeiten berechnen, wenn bei- 
spielsweise die in den Abb. 1.1 und 1.2 dargestellten Fahr- oder Flug- 
routen gewählt werden (vgl. Aufgabe 1.1.). 

Sendet man Lichtsignale einmal in Richtung der Erdbewegung und ein 


- anderes Mal senkrecht dazu aus, so ergibt sich für gleiche Lichtwege keine 


Differenz der Laufzeiten dieser Signale. Diese Besonderheit für Licht be- 
deutet, daß es einen Einfluß eines „Atherwindes“ und damit auch den 
hypothetischen Träger der Lichtwellen, den sogenannten (Licht- )Äther, 
nicht gibt. Man kann somit auf diesen Ätherbegriff von vornherein ver- 
zichten. 

Führt man also die vorstehenden Versuche mit Läichtsignalen durch, indem 
man die Entfernungen des mit derGeschwindigkeit v bewegten Systems mit 
Hilfe von Lichtblitzen überbrückt und deren Laufzeiten t mißt, so ergibt 
sich stets At = 0. Die Lichtsignale werden von A ausgesendet und mit 
Hilfe von Spiegeln in B und in C nach A reflektiert. 

Dieser experimentelle Befund At = 0 für das Licht (im Gegensatz zu 
akustischen Signalen) und seine Anerkennung führen direkt zu dem ge- 
schlossendn Begriffssystem, das als SRT bezeichnet wird. 


2 Zum Michelson-Versuch 


2.1.  Versuchsanordnung 


Die vorstehenden Betrachtungen sollen nun zur Erläuterung eines be- 


“ rühmt gewordenen Experimentes herangezogen werden, das MICHELSON 


im Jahre 1881 in Potsdam und 1887 gemeinsam mit Moruey in Cleveland 
durchgeführt hat.?) Dieses Experiment ist in der Folgezeit des öfteren 


21) Der Grundgedanke des Michelson-Versuches geht auf eine Arbeit von J.C. 


MAxwELı zurück, die postum erschienen ist: On a possible mode of detecting 
a motion of the solar system through the luminiferous aether. Proc. Roy. 
Soc. ALSTS0N 108. 


r 
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wiederholt ‘worden, wobei die Meßgenauigkeit noch weiter gesteigert 

werden konnte. Sämtliche Experimente erbrachten. dasselbe Ergebnis. 

Im Punkt A (Abb. 1.1 oder 1.2), der auf der Erde ruht, startet ein Licht- 

signal mit c = 300000 kms-!. Nun bewegt sich aber die Erde selbst mit 

einer Geschwindigkeit von v rs 30 kms”! um die Sonne. Es entsteht die 

Frage, ob sich das Licht von A nach B mit der Geschwindigkeit von. 
300030 kms-! ausbreitet.!) Des weiteren ist die Frage zu prüfen, ob sich 


Michelson - Interferometer 


Spiegel 2 


Lichtquelle ö 
AB=AC=L SpiegelT- 
Zeit t} für AB und zurück 
bar Fr 
1 Fur 7 
1 
t, „zu “oyz 
12 
Ablesefernrohr 
oder Schirm 
Interferenzstreifen 
Abb. 2.1 


!) Araco hatte bereits die Geschwindigkeit des vom selben Stern kommenden 
Lichtes gemessen: einmal, wenn sich die Erde auf den Stern zu-, und einmal, 
wenn sie sich von ihm wegbewegt. Es ergab sich kein Unterschied der ge- 
messenen Geschwindigkeiten. Dr Sırrrr hat gezeigt, daß auch bei den Be- 
wegungen der Doppelsterne kein Unterschied der Lichtgesehwindigkeiten 
auftritt. 


N 
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das Lichtsignal etwa senkrecht zur Richtung der Erdbewegung mit einer 
anderen (resultierenden) Geschwindigkeit ausbreitet. Mit anderen Worten: 
Es soll im Falle der. Lichtgeschwindigkeit die Gültigkeit der obigen For- 
meln geprüft werden, wobei speziell untersucht werden soll, wie groß 
A=4— List. 
Die Michelsonsche Versuchsanordnung, die als ein Musterbeispiel für ein. 
“ Höchstmaß an Präzision gilt, ist in Abb. 2.1 vereinfacht als Schema dar- 
gestellt. Die Analogie zu den Bewegungsaufgaben des Abschnittes I ist 
durch die Punkte A, B, C’in den Abb. 1.1 und 1.2 hergestellt. 
Man kann annehmen, daß der Lichtstrahl, der von einer Lichtquelle. 
kommt, bei 4 startet: Ein Teil des Strahles gelangt nach B und zurück 
nach A, ein anderer Teil kommt von A nach C und zurück nach A. Es wird 
die Überlagerung der Lichtwellenzüge, also die Interferenz, untersucht. 
Die bei Bünd CO’ reflektierten Strahlen interferieren bei A ; der von B reflek- 
tierte Strahl bleibt dabei hinter dem von CO kommenden Strahl zurück. 
Im Falle eines möglichen Gangunterschiedes zwischen den Lichtwellen 
‚kommt es zur Interferenz. Man beobachtet die Interferenzstreifen mit 
Hilfe eines Fernrohres. Bei Drehung des Michelson-Interferometers — wie 
man diese gesamte Apparatur bezeichnet — um A erwartete man eine 
Verschiebung der Interferenzstreifen, die jedech zur allgemeinen Über- 
raschung ausblieb. . 

& 62 


Phase 3 T 


Zeit t, für AC und zurück aus 


AApctz Ver 


1. 
20 1-2 


Abb. 2.2 
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In Abb. 2.2 ist — in Analogie zur Abb. 1.2 — der Weg des Lichtstrahles 
. von Anach O und zurück nach A dargestellt (3 Phasen). Wenn der Licht- 
strahl den Spiegel O in der Position 0, erreicht, befindet sich A in der Posi- 
tion A,. Für einen außerirdischen Beobachter hat sich nämlich die Erde 
mit der Apparatur um die Strecke 4,4, nach Osten bewegt. Nach der 
Laufzeit t, erreicht der Lichtstrahl wieder den Spiegel A in der Position 4,. 
Während der Lichtstrahl den Weg A,0,4, = ci, zurücklegt, bewegt sich 
die Erde mit dem Spiegel A um die Strecke 4,4, = v t, weiter. 
Die Berechnung des Laufzeitunterschiedes At erfolgt gemäß Gl. (1.5). 


Diese Gleichung vereinfacht sich durch Reihenentwieklung!) fürv<czu . 


2 : 2 
Ar ll+5-1-35). 
also 


Aw. 000 (2.1) 


s=4te, d.h, swiI—. (2.2) 


Dreht man die Versuchsanordnung um A entgegengesetzt zum Uhrzeiger- 
sinn,?) dann bleibt der Strahl von AC hinter dem von AB zurück, d.h., 

die beiden Wellenzüge haben sich um 2s gegeneinander verschoben. 
(Bei 45° würde sich unter. den obigen Voraussetzungen für beide Wege 
dieselbe Geschwindigkeit ergeben.) Mißt man diese Strecke in Einheiten 
der verwendeten Lichtwellenlänge des monochromatischen Lichtes, so 
entfallen auf die Strecke 2 s insgesamt 2 s/A en: Beim Dre- 


hen der Versuchsanordnung müssen also 22 —— a ie Wechsel zwischen 


T Acc 


hell und dunkel im Gesichtsfeld des Interferometers auftreten. 


(Der Wechsel heller und dunkler Streifen ist doppelt so groß wie die Zahl 
der Wellenlängen, deshalb der Faktor 2.) 


') Es gilt - 


orırp und T-gyın — gm + =, wenn B<1;B=—. 

2) Es RE sich dann die Lichtquelle an der a des Interferometers, das 
an die Stelle von Spiegel 2 tritt. Spiegel 2 nimmt die Stelle.von Spiegel 1 
ein, der nunmehr in der ursprünglichen Richtung des Lichtstrahles liegt. 
Die Drehung der Apparatur und damit zwei Messungen sind notwendig, um 
einen Vergleich oder Bezug zü ermöglichen. 
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Mit den Werten v» = 30. kms-!, c = 300000 kma-!, also v2jc? = 1073, 
’ 2 

I=32m und i=64. 10° cm, erhält man . —=2 Wechsel von 

hellen und dunklen Interferenzstreifen. Die Präzision des Michelsonschen 

Apparates war so groß, daß bereits 1%, dieser erwarteten Interferenz- 

streifen-Verschiebung hätte festgestellt ‚werden können. 


2.2. _ Das Ergebnis des Michelson-Versuches 


Das Ergebnis lautet: Die ‚erwartete‘ Verschiebung der Interferenzstreifen 


‘ konnte nicht festgestellt werden; demnach ist hier At=t — t, = 0 im 


2 


Gegensatz zu den obigen klassischen Bewegungsaufgaben.!) 
Der Michelson-Versuch deckte einen Widerspruch zwischen dem experi- 
mentellen Ergebnis und.dem „Erwartungswert“ auf. Das experimentelle 
. Ergebnis konnte vielfach bestätigt werden, es ist also sicher. Zur Lösung 
der Diskrepanz müßten die theoretischen Grundlagen kritisch analysiert 
und überprüft werden. Die Theorie mußte der experimentellen Erfahrung 
angepaßt werden. Diese Aufgabe mit Erfolg gelöst zu haben, ist ein großes 
Verdienst von EINSTEIN. 
Das Experiment erbrachte im Gegensatz zu den klassischen Beispielen des 
Abschnitts 1 das Ergebnis, daß die Lichtgeschwindigkeit c stets gleich 
groß ist, in welcher Richtung zur Erdbähn sie auch gemessen wird. 
Eısstein formulierte das experimentelle Ergebnis des Michelson-Ver- 
suches, indem er diese Tatsache zum Prinzip erhob: Prinzip von der Kon- 


stanz der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit. Er erkannte, daß die Lösung dieses 


Widerspruches nur durch eine prinzipielle Erweiterung der klassischen 
Physik möglich ist. Danach gibt es grundsätzlich keinen physikalischen 
Vorgang, der etwas über die geradlinige und gleichförmige Bewegung eines 
Bezugssystems aussagen könnte. Das bedeutet aber, daß absolute Be- 
wegungen grundsätzlich nicht feststellbar sind; es können nur relative 
Bewegungen beobachtet werden. 


2.3... Zur Analyse des Ergebnisses des Michelson-Versuches 
1. Das Versuchsergebnis di=E| 1 — le 0 wäre verständ- 
a En Pi 
1- ® 1—_ = 


lich, wenn die Erde ruhte, d.h., dann wäre 9 = 0 und somit At = (0. 


1) Die häufig zu findende Formulierung: der Michelson-Versuch erbrachte ein 
„negatives Ergebnis“, sollte man tunlichst vermeiden, da sie falsche Vor- 
stellungen weckt. Das Ergebnis des Michelson-Versuches lautet: Der Lauf- 
zeitunterschied /t der beiden betrachteten Lichtstrahlen ist Null, 
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Es ist aber eine allgemein bewiesene Tatsache, daß die Erde nicht ruht | 
und somit 9 -+ 0 sein muß. Die Deutung von At = =0 erfordert also 
andere Betrachtungen. 

2.. Aus der Elektronentheorie des holländischen Physikers H.A. LoRuNTz 
wurde gefolgert, daß ein Körper bei der Bewegung eine Veränderung 
seiner Form erfährt. In der Bewegungsrichtung tritt eine Verkürzung 
ein.!} Besitzt der. Körper im Ruhezustand die Länge !,, dann berechnet 
sich nach LoR=NTz die Länge’? bei der Geschwindigkeit v zu 


F} i 
1-1 1-5: WEL  (@3) 


: Wendet man dieses Ergebnis (2.3) auf den Michelson-Versuch an, so 
muß für die Entfernung AB = 1, sofern die Richtungen v und c parallel 


zu AB verlaufen, obiger Ausdruck eingesetzt werden. Tut man das, e 


so erhält man statt i, = a! 


s nunmehr 


& 


2 
* REN) 
- ISSN 
v c v2 
+17) Yı-3 
G 


An Stelle von t, folgt iz, wobei einfach } = I, ist, da senkrecht zur Be- 
wegungsrichtung nach LoRENTz keine Längenkontraktion eintritt: 


2, 1 


i a ru 
I 
.c 


Damit ergibt sich danh A= r -- £# = 0 in Übereinstimmung mit 
‘dem Ergebnis des Michelson-Versuches. 

Die Lorentzsche Theorie ist jedoch unbefriedigend: Das Auftreten der 

Längenkontraktion setzt bereits voraus, daß es möglich ist, eine abso- 

lute Ruhe festzustellen. Das kann man jedoch mit dem Michelson-Ver- 
such nicht (und. auch grundsätzlich nicht). Somit kann man diese 

Theorie auch nicht zur Deutung des Ergebnisses des Michelson-Experi- 

mentes heranziehen. 


2) Die Kontraktion ist vom Material eines Körpers unabhängig. Alle Körper 
erscheinen also in demselben Maße kontrahiert, wenn sie sich mit derselben‘ 
Geschwindigkeit bewegen. Diese Kontraktion wird nicht durch irgend- 
welche Kräfte hervorgerufen. Es handelt sich um einen rein kinematischen 
Raum-Zeit- Biffokt, 
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3. Die mit dem Resultat des Michelson-Experimentes verbundenen Fragen 
hat erst EINSTEIN in ihrer Gesamtheit beantwortet. Da das Experiment 
— und viele sorgfältige Wiederholungen bis in die jüngste Zeit — als 
„Frage an die Natur“ eine Antwort erbrachte, die anders ausfiel, als 
man theoretisch erwartet hatte, mußte nach seiner Auffassung die 
Theorie verbessert und adäquat gestaltet werden. Nach Eiınsteın 
besagt das experimentelle Ergebnis: Die Liehtgeschwindigkeit ist (im 
Vakuum) — unabhängig von dem (gleichförmigen und geradlinigen) Be- 
wegungszustand der Lichtquelle — konstant. Dieses physikalische Prin- 
zip der Konstanz der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit ist ein aus der Er- 
fahrung gewonnener Satz, der dem tatsächlichen Naturgeschehen Rech- 
nung trägt. Es ist also einfach ein Naturgesetz — wenn auch auf. 
Grund der Alltagserfahrung nicht vorstellbar —, daß z.B. 
Lichtgeschwindigkeit + Erdgeschwindigkeit = Lichtgeschwindigkeit 
ist: Allgemein gilt: 

Lichtgeschwindigkeit.+ beliebige Signal- oder Trägergeschwindigkeit 
—= Lichtgeschwindigkeit.t) 

Die theoretische Deutung des Michelson-Experimentes erfolgt durch 
die Anwendung der Lorentz-Transformationen an Stelle der in der klas- 
sischen Physik (v<c) anwendbaren Galilei-Transformationen. Es ist das 
Verdienst von EINsTEin, die Lorentz-Transformationen, die beiLoBentz 
als bequemes Rechenhilfsmittel galten, aus dem allgemeinen Prinzip der 
Konstanz der (Vakuum-)Lichtgeschwindigkeit gefolgert zu haben. 

Es muß nun die Frage beantwortet werden: Wie sind die Galilei-Trans- 
formationen zu ändern, damit sie das Ergebnis des Michelson-Versuches 
erklären können ? Die Beantwortung dieser Frage führt zur speziellen 
Relativitätstheorie (Kap. 3). 


2.4. Nevere Michelson-Experimente 


Das Nullresultat des 1887 von MicHELSoN und MorRLEY in Cleveland aus- 
geführten Experimentes, wonach keine Zeitdifferenz in den Laufwegen der 
beiden Liehtstrahlen in Richtung der Erdbewegung und senkrecht dazu 
festgestellt werden konnte, muß man — im Hinblick auf die unvermeid- 
‚lichen Meßfehler — genauer formulieren: Anstatt der zu erwartenden Erd- 
geschwindigkeit von v9 = 30 kms’i („Ätherwind“‘) wurde. v < 5kmart 
gefunden. 
‚Der Michelson-Versuch ist bis in die jüngste Zeit immer wieder in neuen 
Varianten, unter veränderten Bedingungen und mit verbesserten Appara- 
turen durchgeführt worden. Besonders sei erwähnt, daß der Versuch auch 


1) Daraus ist ersichtlich, daß die Lichtgeschwindigkeit eine Grenzgeschwindig- 
keit repräsentiert; vgl. die Addition von Grenzwerten. 
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unter Verwendung außerirdischer Lichtquellen, die also nicht mit dem 
Labor verbunden sind, analysiert wurde: Mitier (1924) wählte als Licht- 
. quelle die Sonne und: TomascHEk (1924) einen Fixstern. Mit großer Meß- 
' genauigkeit wurde der Michelson-Versuch von G. Joost) in Jena (1930) 
wiederholt: » < 1,5 km/s. Mit einem Maser-Experiment?) konnte 1958 die 
Genauigkeit nochmals gesteigert werden: v < 30 ms-!. In allen Fällen 
wurde das Michelson-Ergebnis At = 0 bestätigt, das klassisch so unbegreif- 
lichist. 
Als wesentliche Variante wurde 1932 von KunweDy und THORNDIKR) ein 
Experiment durchgeführt, das sich in zwei Punkten ven der Michelson- 
schen Anordnung unterschied: Die Lichtwege AC und AB (Abb. 2.1) 
wurden unterschiedlich lang gewählt (I, — I, = 16 cm). Schließlich war die 
gesamte Apparatur fest mit dem Laboratorium verbunden — die Michel- 
sonsche Anordnung schwamm in einem Quecksilberbecken. KENNEDY und 
THORNDIEE beobachteten die Interferenzstreifen über viele Monate, wäh- 
rend sich die Erde mit unterschiedlicher Geschwindigkeit auf ihrer Bahn 
um die Sonne bewegte. Sie fanden jedoch keine Verschiebung der Inter- 
ferenzstreifen, die durch die tägliche oder jahreszeitliche Bewegungsände- 
rung hätten bedingt sein können. Damit gilt auch in diesem Fall Ai = 0. 
Der Versuch zeigt deutlich, daß das Licht in allen mit geradlinig gleich- 
förmiger Geschwindigkeit unterschiedlich rasch bewegten Bezugssystemen 
dieselbe Geschwindigkeit hat: Es benötigt zum Durchlaufen der doppelten 
Strecke ji, — l,| in allen Bezugssystemen dieselbe Zeit, so daß d=0 
bleibt. 
Der Versuch widerlegt schließlich die ad-hoc-Erklärung des Michelson- 
Versuches mit Hilfe der Kontraktionshypothese, da diese Hypothese das 
Nullresultat des Michelson-Versuches nur für den Fall gleicher Ruh- 
längen ly,, und lg. „‚erklärt‘‘ (8. 27). Im vorliegenden Fall ergibt sich für 
At mit I, = lu, Yi — v2/e® parallel zur Bewegung und 1, = l,, senkrecht: 
zur Bewegung u 
wa en 
© yı — v2jer 
Die Anerkennung des experimentellen Sachverhaltens 45 = 0 führt zum 
Prinzip der Konstanz der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit c und zu einem 
neuen Theorem der Zusammensetzung von Geschwindigkeiten, das sich 


von der klassischen Geschwindigkeitsaddition unterscheidet, diese aber im 
Grenzfall enthält. S 


1) Joos, G.: Ann. Physik 7 (1930) 385. 

2) Ceparnorm, 3. P., G. F. Brans, B.L. Havens, and C. H. Townzs: Physic. 
Rev. Letters 1 (1958) 342. 

3) Kennapy, R. J., and E. M. THornDier: Phys. Rev.42 (1932) 400. 
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"In den letzten Jahren bediente man sich der neuesten experimentellen. 


Hilfsmittel: Laserstrahlen, Mößbauer-Effekt und Koinzidenzmeßtechnik.. 
Von Jas#74!) und Mitarbeitern wurde der Michelson-Versuch mit Laser- 


_ strahlen durchgeführt. An Stelle der Spiegel I] und 2 (Abb. 2.1) treten zwei 


Lasergeräte. Die Differenz der Frequenzen der beiden Laser (Schwebungs- 
freguenz) wurde mit; Photo-Sekundärelektronenvervielfachern gemessen 
und während der Drehung der Anordnung aufgezeichnet. Es konnte keine 
Änderung der Schwebungsfrequenz festgestellt werden. Damit war wie- 


_ derum die Isotropie des Raumes bezüglich der Lichtausbreitung nach- 


gewiesen. . 
Einen erheblichen Fortschritt der experimentellen Meßtechnik erbrachte’ 


- die Entdeckung und Anwendung des Mößbauer-Effektes. Mit ihm konnte 


eine enorme Steigerung der Meßgenauigkeit erzielt werden; es gelingt mit 
ihm, relative Energie- bzw. Frequenzunterschiede von Kernzuständen 
meßtechnisch zu erfassen. Die gegenwärtig erreichbare Energieauflösung 
von AE/E = Avfv = 10718 übersteigt die biehsrigen Präzisionsverfahren 


. um viele Größenordnungen. 
Mit einer auf einer Zentrifuge montierten Mößbauer- Quelle und dem zu- 


gehörigen Resonanzabsorber haben ÜBAMPENEY, IsaaR und Kran?) ®) die 
Frequenzverschiebung gemessen. 

Als das zur Zeit genaueste Ergebnis erhielten die Autoren v = (1,6 + 2, ‚s) 
ms-t; innerhalb der Meßgenauigkeit also v=0W<5 m/s). 

Das bedeutet, daß das Ergebnis von MICHELsoNn nunmehr mit wesentlich 
größerer Genauigkeit bestätigt wird: Es gibt kein Trägermedium („Äther“) 
für elektromagnetische Wellen und kein irgendwie ausgezeichnetes Bezugs- 
system für die Liehtausbreitung. 

Das Nullresultat des Michelson-Versuches, konnte in den letzten Jahren 
durch direkte Bestimmung von Laufzeiten mit Hilfe von Positronen‘)- 
und. Mesonenexperimenten bestätigt werden. 


‘Wenn Positronen mit Elektronen in Wechselwirkung treten, zerstrahlen 


sie in zwei (bzw. drei) y-Quanten. Treten zwei y-Quanten auf, so haben 
sie je eine Energie von 511 keV, wenn sie durch vollständig abgebremste 


 Positronen (v = 0) entstehen; in diesem Fall werden sie auch unter 180° 


zueinander emittiert. 


3) JasEJa, T. 8, A. Jäyıs, J. Munaar, and C.. H. Towszs: Phys. Bev. ‚188 PN 
(1964) 1221. 

2) ÜBAMPENEY, D.O., G. R. IsaaK, and A. M. Khan: Physic. Rev.- an 7 
(1963) 241. 


.3) Somupr-Orr, W:-D.: „Einige neuere Messungen zur Prüfung der speziellen 


Relativitätstheorie“. ‚Naturwissenschaften 52 (1965) 636 — 639 (dort weitere 
Literatur). 
*) Sapeu, D.: Phys. Rev. Letters 10 ol 271. 
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Betrachtet man Positronen einer Energie von 600 keV. (entsprechend 
v = 0,89 c), so errechnet man im Schwerpunktsystem eine Geschwindigkeit - 


- von v = 0,6c.. Nimmt man an, daß sich die Geschwindigkeit c des Ver- 
. niehtungsauantes zur Geschwindigkeit des Schwerpunktes addiert, müßte 
man für dieses Quant eine Geschwindigkeit von 1,6 c messen, ‚für das an- 
dere Quant hingegen 9,6 c. 

‚Man stellt im Abstand s = 60 em zum Target (Auffänger) je einen 
Szintillationszähler auf und „erwartet“ a 

s 8 8 
u 0 3,33 : 1098, = in 10-°5, 


also 
ı -ur2-105. 


Innerhalb des zeitlichen Auflösungsvermögens der verwendeten. Aopkeatın 


von 0,2 - 10”? s konnte jedoch mit Hilfe der verzögerten Koinzidenz- 


Meßtechnik kein Laufzeitunterschied festgestellt werden. 


Das bedeutet, daß innerhalb der Meßgenauigkeit von 10% At=0 ist, daß 


also beide Quanten unabhängig vom Bezugssystem die Geschwindigkeit c 
besitzen. Damit ist durch direkte Laufzeitmessung die Konstanz der 
Lichtgeschwindigkeit bestätigt. In ähnlicher Weise wurde die Laufzeit der 
beim Zerfallvon z°-Mesonen entstehenden Quanten gemessen,!) wobeieben- 
falls die Tatsache der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit in zueinander 
gleichförmig bewegten Systemen direkt festgestellt werden konnte. . 

Bis in die jüngste Zeit hat sich eine Fülle empirischen Materials zur Re- 
lativitätstheorie angesammelt. Es gibt kein Experiment, das im Wider- 
spruch zur SRT stünde. Die Entwicklung der Kern- und insbesondere der 
Elementorteilchenphysik (Hochenergiephysik) wäre ohne die Grundlage der 
‚ SRT undenkbar. Bereits vor Beginn dieser Epoche gab es eine Fülle be- 
rühmter Versuche, die allein erst im Rahmen der SRT verstanden werden 
konnten. Sie können als Ausgangsbasis und als Bestätigung der SRT an- 
gesehen werden. 


3. | "Lorentz-Transformation 
. 3,1. Zur Galilei-Transformation 


In mit konstanter . Geschwindigkeit bewegten Systemen (See-, Land-, 
Luft. oder Raumfahrzeug). spielen sich alle physikalischen Vorgänge ge- 


nauso ab wie im Ruhezustand dieser Systeme. Für einen sich geradlinig. 


gleichförmig bewegenden Beobachter ist es unmöglich, festzustellen, wel- 
ches von zwei (oder mehr) Systemen ruht oder.sich bewegt. Es ist nur 


1, Fınıppas, T.A,, and J.G. Fox: Physic. Rev. B 135 (1964) 1071 
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möglich, festzustellen, ob sich ein System relativ zu einem anderen in 


. Ruhe befindet oder nicht. 


Dieses Relativitätsprinzip der klassischen. Mechanik, die Galilei-Transfor- 


 mation, hat EINSTEIN für die gesamte Physik (also nicht nur für ‚die 


Mechanik) erweitert!) 

Bewegen sich zwei Systeme $ und 8’ mit konstanter Geschwindigkeit in 
Richtung der x-Achse aufeinander zu oder voneinander weg, so kann man 
einen beliebigen Bewegungsvorgang in dem einen System durch die 
(Galileischen) Transformationsgleichungen in das andere System umrech- 
nen.?) 

In Abb. 1.2 wurde von der Tatsache der zwei zueinander in Bewegung be- 
findlichen. Koordinatensysteme bereits implizit Gebrauch gemacht: Ent- 
weder beschreibt man die EEE vom Ufer (ruhendes System) oder 
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Abb. 3.1 


*) Es muß betont werden, daß die Maxwelischen Gleichungen des elektroma- 
gnetischen Feldes gegen Galilei-Transformationen nicht invariant sind, wohl 
aber gegen Lorentz-Transformationen. Es ist das Ziel, alle physikalischen 
Gesetzmäßigkeiten in eine lorentzinvariante Form zu: bringen, denn in 
dieser Form kommt das für alle Gebiete der Physik gültige Relativitäts- 
prinzip zum Ausdruck. N 

2) Ein System, in dem die Newtonsche Mechanik in aller Strenge gilt, bezeich- 
net man als Inertialsystem. Es ist ein Grenzbegriff. Wenn in einem solchen 
System der Satz von der gleichförmigen Bewegung eines kräftefreien Teil- 
chens in aller Strenge gilt, dann ist sofort einzusehen, daß diese Eigenschaft 

‚ auch alle diejenigen Koordinatensysteme haben, die sich gegen das betrach- 
tete Inertialsystem mit gleichförmiger Translation bewegen. Es gibt dem- 
nach nicht nur ein Inertialsystem, sondern eine dreifach unendliche Schar 
von Inertielsystemen; diese sind in der Newtonschen Mechanik einander 
völlig gleichwertig. Mit anderen Worten: Alle Bezugssysteme, die gegen- 

“ einander mit gleichförmiger Geschwindigkeit bewegt sind, weisen gleiche 
Trägheitserscheinungen auf; man bezeichnet sie daher als Inertialsysteme 
(inertia: Trägheit), 
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z.R. vom mittreibenden Boot A aus. Es ist ersichtlich, daß jedesmal der- 
selbe Tatbestand beschrieben wird, und dies bedeutet, daß man schließlich 
dasselbe Ergebnis bekommen muß, unabhängig von dem jeweiligen Sy- _ 
stem. 
"Abb. 1.2 wird nunmehr in zwei zueinander mit der Geschwindigkeit v be- 
wegte Systeme 8 und 8’ aufgeteilt (Abb. 3.1). Ein Bezugssystem ist drei- 
dimensional, die z- ‚Koordinate kann aber für ebene ‚Probleme vernach- 
lässigt werden. 

Das ruhende System wird mit $, das bewegte tet mit 8’ bezeichnet. 
8. bewegt sich relativ zu 8 mit der Geschwindigkeit v in ae: der 
x-Koordinate. Dann ist vom 8-System aus: 


zeig, Yy-f und =» wo, Pie 
‚vom S’-System aus betrachtet ist z 
!=2, Y=y und !=z2-v:.t. (8.2) 


In diesen Transformationsformeln ist vorausgesetzt, daß die Zeit in den 
Systemen S und 8’ gleich abläuft und daß die benutzten Maßstäbe in allen 
Systemen die gleiche Länge behalten. Aber Einstzin zeigte, daß diese 
Voraussetzungen nicht mehr erfüllt sind, sobald v gegenüber c nicht mehr 
vernachlässigt werden kann. 
Aus den Transformationsformeln (3.1); (8. 2) folgen uhinittelber die For- 
meln für die Geschwindigkeitstransformation der klassischen Mechanik 
W<e) 
Nach Division von <=’ + vt durch t folgt mit a = uw und = =uW 
vw=wW-tv. | ’ (3:3) 
Hierin’ ist a die Geschwindigkeit. eines Körpers gegenüber S und « die 
Geschwindigkeit desselben Körpers in bezug auf 8’; v ist die Geschwindig- 
keit zwischen beiden Bezugssystemen. i 


Aus "=r—ovi folgt; auf dieselbe Weise 

W=u-—v. ee (3.4) 
Mit diesen Transformationsformeln kann man Entfernungen (oder Posi- 
.tionen) sowie Geschwindigkeiten von einem Bezugssystem in.ein anderes: 
umrechnen. Man findet, daß bei. der Galilei-Transformation die Entfer- 
nungen im 8-System und im relativ dazu bewegten $8’-System gleich sind. 


Die Strecken sind galileiinvariant (jedoch nicht lorentzinvariant, wie 
PT gezeigt wird): 


yentv.t 
= H+tv.t. 
u. 


Hieraus folgt , hu. u (8.5) 
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Auch die Geschwindigkeitsänderung Au ist bei einer Galilei-Transforma- 
tion invariant: 
ut v 
Y=umtv. | 
Hieraus folgt y - = % — u, oder Au Z Au, (3:6) 
d. h., die Geschwindigkeiten bleiben gleich. 


Des weiteren sind die Beschleunigungen «@ gegenüber der Galilei. Trans- 
Forza uon invariant: . . 
Au Aw du de en 
oder —=—,: lo 0=«@. 


Aa ° ua zZ 


Hier muß ausdrücklich datsuk hingewiesen werden, daß in der klassischen 
Physik t=t’ ist, d.h., daß in jedem Bezugssystem dasselbe Zeitmaß 


u gilt. Nach Einstein wird aber die Zeit.relativiert, so daß für jedes System 


ein gesondertes Zeitmaß besteht, wobei im allgemeinen i=+ t’ ist. 

Nach Gauıner behält die Masse ihre Größe in allen gegeneinander bewegten 
Bezugssystemen. Damit würde dann auch gelten, daß die Kraft unab- 
hängig von der gegenseitigen gleichförmigen und Ben BemreguBE 
konstant ist, d.h, F= f". 

Aus diesen Betrachtungen folgt die allgemeine Formulierung des Galilei- 
schen Relativitätsprinzips: 


Gelten die Gesetze der'Mechanik in einem Bye S, dann gelten 
sie auch für alle anderen Systeme 8°, die sich relativ zu 8 gleich- 
förmig und geradlinig bewegen. - 


: EINSTEIN forderte die Gültigkeit eines allgemeinen Relstivitätsprinzips. 


Er untersuchte die Frage, ob das Relativitätsprinzip für alle Gebiete der- 


‘ Physik (nicht nur für die Mechanik) gültig sei. Wenn die Frage nach einer 


absoluten gleichförmigen und geradlinigen Bewegung in der Mechanik 
sinnlos ist; so müßte (nach Eımsrein) diese Feststellung für die gesamte 
Physik gelten. (Da die Fragen nach dem absoluten Raum und einem 
„Ather“ als hypothetischem Medium für die Lichtausbreitung gegenstands- 
los geworden sind, werden diese Begriffe hier nicht weiter behandelt.) 


Folgende Prinzipien bilden die Grundlage der SRT. In ihnen kommt der 
Genius eines der größten Physiker zum Ausdruck: 


1. Prinzip von der Konstanz der (Vakuum-)Licktgeschwindigkeit, 
23. Prinzip von der vollständigen Gültigkeit der Relativität. 
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Die Bezeichnung ‚‚Relativitätsprinzip‘“ bringt zum Ausdruck, daß es 
sinnlos ist, von einem absolut ruhenden Bezugssystem zu sprechen, weil _ 
allein Relativbewegungen experimentell feststellbar sind. 

Bei Existenz eines „ausgezeichneten“ Systems. würden die Naturgesetze 
nicht allgemein gelten, sondern in einem bevorzugten System eine beson- 
ders einfache Form annehmen. a: A 

Jedes einzelne Prinzip und erst recht die gleichzeitige Gültigkeit dieser 
beiden Prinzipien ist gemäß den Galilei-Transformationen der Geschwin- 
digkeiten unmöglich. Ernstem erkannte, daß die Galilei-Transformationen 
auf Voraussetzungen beruhten, die physikalisch exakter gefaßt werden 
mußten.. Die Korrekturen dieser Voraussetzungen und die sich daraus er- 
gebenden Folgerungen bilden den Inhalt der Einsteinschen speziellen 
Relativitätstheorie. i 


3.2. Zur Lorentz-Transformation 


H. A. Lorentz hatte bereits vor Einstein Formeln angegeben, die an die . 
Stelle der Galilei-Transformationen treten und diese klassischen Transfor- 
mationsformeln als Spezialfall enthalten. Sie galten jedoch nur als be- 
queme Umrechnungsformeln. Erst Einstein erkannte die grundsätzliche 
Bedeutung der Zusammenhänge, die in diesen Formeln zum Ausdruck 
kommen, und führte den radikalen Bruch mit den bis dahin gültigen 
Raum-Zeit-Vorstellungen herbei. 
Die Lorentz-Transformation!) kann elementar am kürzesten wie folgt her- _ 
geleitet werden: 

Man geht von der Galilei-Transformation x = x — vt aus und macht für 
die Lorentz-Transformation den Ansatz ' 


vekh@-vl), u: | (3.8) 


wobei k ein noch zu bestimmender Korrekturfaktor sein soll. Fürk=1 
ergeben sich die Galilei-Transformationen. 
Von den Systemen $ und &” ist keines bevorzugt, so daß man in der Um- 
. kehrgleichung x = x’ + v denselben Ansatz machen kann: 
z=ke of). B” (3.9) 
Zur Bestimmung von k verwendet man den experimentellen Befund, daß 
in beiden Systemen die Lichtgeschwindigkeit denselben Wert. chat: c= ec. 
' Wird im Moment des Zusammenfallens beider Koordinatenursprungs- 
punkte zur Zeit t=t'=0 ein Lichtsignal ausgesandt, so erreicht das : 
Signal in den Systemen nach der Laufzeit t. bzw. t’ die Orte x = c # bzw. " 


.. 2) Weitere Möglichkeiten der Herleitung der Lorentz-Transformationen siehe 
im Abschnitt 2. der Aufgaben, N 
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x =c#. Wegen der Konstanz von c tritt-in den Gln. (3.8), (3.9) i bzw. v 
auf. Substitution von tund f ergibt 


= kla-Lo)=kel-B, | ErerS 


<= 1(« 4 ®r) =kr(l +9, (3.11) 


- wobei ß = v/e ist. Der Faktor k muß in beiden Gin. (3.8), (3.9) derselbe 


sein, da sich diese nach dem Relativitätsprinzip (Gleichberechtigung bei- 


. der Bezugssysteme) nur durch das Vorzeichen von v unterscheiden. Durch 


Multiplikation von (3.10) mit (3.11) erhält man 
"x=Maell — 2), 
also schließlich 


3 


k Be Tr ee 3.12 
NR 
Für die Zeit t’ ergibt sich dann mit !’ = x’/c die Umrechnungsformel, 
x vo. 
Fa z2— vb rat TE = 
sn-® 1-Pe y-® 
und entsprechend. 
# ® ’ j 


= ——, ’ 

Benutzt man an, Stelle der Galilei-Transformationen die Lorentz-Trans- 
formationen, so läßt sich das Ergebnis des Michelson-Versuches (Ai = 0) 
wie folgt deuten: 

Der Arm AB der Versuchsapparatur befindet sich in einem $’-System. 
Der dazu senkrechte Arm AC nimmt in seiner Längsrichtung an dieser 
Bewegung nicht teil; er befindet sich daher in einem 8-System. Die Michel- 
sonsche Versuchsapparatur vereinigt demnach zwei relativ zueinander be- 


" wegte Systeme. Die ursprüngliche klassische Rechnung benutzte gleiche 


(unveränderte!) Maßeinheiten für die Strecken und Zeiten in beiden Syste- . 


.. men. Das gilt aber in der Relativitätstheorie nicht mehr. Vom S-System 
aus ist der Arm AB verkürzt: 1 = 1, li — f?. Damit erhält man statt &, 
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— 92 
* 21 yi Rn. also ee 2 
ce (1-P) ce yYi-ß 
‚Für t, erhält man mit I = I, nunmehr 
gr 21, 1 
DEI 


so daß sich tatsächlich 

= Adt=0 
ergibt, womit das Ergebnis des Michelson-Versuches „erklärt“ ist (siehe 
aber Versuch von KEnxepy und THORNDIKRE). 
Das Ergebnis kann aber auch für den Fall interpretiert werden, daß sich 
ein Beobachter im System 8’ mitbewegt. Hierbei hat der Beobachter die 
Zeitdilatation (Zeitdehnung) im 8-System, das sich relativ zu 8’ bewegt, 
zu beachten. In diesem Falle ist statt f, nunmehr if einzusetzen, 


BE: En 
n=R 
denn die Uhr, die t, anzeigt, läuft N. als die Uhr, an der i* ab’ 
gelesen wird. (Vergleiche hierzu das Beispiel der Zeitmessung in den Ge’ 


‚dankenversuchen Kap. 9.3. ’ 
Damit ergibt sich 


ne 1 a 
oe ı-P yı-B 
Man erhält auch für diesen Fall 


21, 1 x 
h-K= 5 en 7) 4, also A=0, 


so daß ein irdischer (ruhender) Beobachter!) das Meßergebnis bestätigt. 


Es ergeben sich demnach mit k.= 1/fl — ß2 folgende Lorentz-Trans- 
formationen: 


* 
2 


POREN. _Ktef 
mer NR 
ee) =". 
z=2 z=? a (3.13) 
1-58 P+z® 
NR NR 


1) Ein ruhender Beobachter ist mit dem betrachteten System fest verbunden. 
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Die gestrichenen Größen folgen aus den nichtgestrichenen (und umgekehrt) 
durch relativistische Vertauschung; d.h., es können $- und 8’-Größen mit- 
einander vertauscht werden, wenn gleichzeitig die Geschwindigkeit das 
Vorzeichen ändert.) 

Bei den in (3.13) dargestellten Übenzeküngiglaichungen handelt es sich 
um die speziellen Lorentz-Transformationen, da v parallel zu x angenom- 
nen ist. Man verwendet sie in dieser Form am häufigsten. 


‘In Vektordarstellung lauten die Lorentz-Transformationen: 


den | =) ke 
| f | (3.14) 
= I — ® n]. h 


Die als Lorentz-Transformation bezeichneten Zusammenhänge zeigen, daß 
die ‚Zeit nicht mehr als unabhängige Koordinate auftritt. Damit wird 
deutlich, daß Raum und Zeit nicht selbständig existieren, sondern nur in 
der Einheit Raum-Zeit. Die experimentellen Erfahrungen werden exakt 
dargestellt, wenn der. Zusammenhang zwischen Raum- und Zeitkoordina- 
ten durch die Lorentz- Transformation gegeben ist. mn 


3.3. Folgerungen aus der Lorentz-Transformation 


3.3.1. Vakuum- Lichtgeschwindigkeit als Grenzgeschwindigkeit 


Es gibt keine größere Signalgeschwindigkeit als die Vak iohige: 


schwindigkeit.c; denn für v> c wird Yı — ß? imaginär, und die betreffende 
Größe hat keinen Bars Sinn. 


3.3.2. Längenkontraktion' | 


' Nach der Galilei- Transformation sit, - y =m-— x, d.h., die Länge 


= 2, — x1 eines Stabes bleibt konstant -- unabhängig davon, ob er sich 
in Bewegung befindet oder nicht. Das gilt nach der Lorentz-Transforma- 
tion nicht mehr: Die gemessenen Längen sind’in 8 und 87 verschieden. 
Die Längenmessung ist dadurch definiert, daß man einen Meßstab an die 


. zu messende Strecke legt und den Abstand der Meßstabstriche abliest, 


ı) Mnemotechnisches Hilfsmittel: Strich auf der linken Seite bedeutet Strich 


(Minus) auf der rechten Seite. Dieses Verfahren bietet gegenüber der Auf- 
lösung der Gleichungen einen großen Vorteil; siehe unter: Aufgaben 2.1. 


\ 
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die in einem bestimmten Moment mit den Enden der Meßstrecke zusam- 


 menfallen. Das ist völlig klar, wenn Meßstab und Meßstrecke ruhen. Be- 


steht zwischen beiden aber eine Relativgeschwindigkeit v, so ergibt sich 
zwar für das ruhende System die Strecke I=% — %, für das bewege 
System 8’ gilt hingegen!) 


%— UV - u). 


t=.—-%= en 


Nun müssen die Zeiten t; und iyso bestimmt var daß in dem System 8’ 


- Anfangs- und Endpunkte des Meßstabes im selben Moment, gemessen wer- 


Esist 


den; es muß demnach. = h sein. 


by, — — %g 4-3 
j 20 02 9 ; a ae 


, = ——. d ee ———. 
Dr m 


Aus der geforderten Gleichheit folgt 


DV. 
-4=- 3-2) 
und damit 


; ® 
ug — 7% z ® == <) _(& Be zı)(l Se 8%) 


1 ee 

V=-ifi BR. er (8.15) 
Vom bewegten Beobachter aus gesehen, wird. demzufolge eine kleinere 
Länge gemessen. Diese Erscheinung wird als Längenkontraktion be- 


zeichnet. Dasselbe Ergebnis?) stellt auch der im anderen System befind- 
liche Beobachter für Längen im ersten (bewegten) System fest: 


I=-r iR. | (3.16) 


Diese Beziehung folgt durch relativistische Vertauschung, nicht etwa 
durch Auflösung nach }. 


v 


I 


1) Für einen in $’ ruhenden Beobachter. 
?2) Die Frage, welche Länge denn nun wirklich geschrumpft sei, ist sinnlos. 
Alle Aussagen sind für den jeweiligen Standpunkt richtig. 
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Die klassische (nichtrelativistische) Längenmessüng beruht auf einem Ver- 
gleich der betreffenden Länge mit einem Maßstab. Die relativistische 
Längenmessung fordert das ‚gleichzeitige Ablesen der Maßstabenden bei 
einem Vergleich. = 
Als Konsequenz der Lorentz-Transformation erscheint eine im System. 
8’ befindliche Kugel im System $ als Ellipsoid!). Die Längenkontraktion 
tritt nur in Bewegungsrichtung auf; senkrecht zu dieser Richtung tritt 
keine Kontraktion auf. 

Hingegen erscheint eine Lichtkugel stets in allen Systemen als Kugel, 
wenn diese Systeme sich mit gleichförmiger N an 
ander bewegen. 


‘Die Gin. (3.15) und (2. 16) widersprechen einander nicht, da sie _ verschie- 


dene Sachverhalte zum Ausdruck bringen. Sie beziehen sich auf zwei 
verschiedene Ereignispaare: im System 8 {(x,, 4); (&,; t)} und im Sy- 
stem 8’. {(@,, 4); (2, 1,)}. Das erste Ereignispaar istin 8 und das zweite in 
8’ gleichzeitig: 


ee De Yo 
“-i-@-n/1-5 fr =b, 


= (m — 3) ] I-—. frti=h. 


"Die Gleichzeitigkeit hängt vom jeweiligen Bezugssystem ab; somit be- 


schreiben die beiden Gleichungen verschiedene Sachverhalte. Ein drei- 
dimensionaler Körper erfährt nur in der Bewegungsrichtung eine Ver- 
kürzung um Yl — v2/c; seine Abmessungen senkrecht zur Bewegungs- 
riehtung bleiben also unverändert. ? 

Beim Prozeß des Sehens und Beobachtens spielt die endliche Laufzeit der 
Lichtsignale eine Rolle. Man kann die Lorentz-Kontraktion nicht sehen 
oder photographieren, wie das J. TERRELL zeigte, Die in populären 
Schriften dargestellten‘ kontrahierten Wesen und Gegenstände in einer 


- -„Wunderwelt‘ sind irreführend. 


3) Zur Frage der „Siehtbarkeit‘“ und des Photographierens der Lorentz-Kon- 
traktion schnell bewegter Gegenstände siehe: 
TERRELL, J.: Physic. Rev. 116 (1959) 1041. 
WeEIGEL; J., und M. Wxicer: Math. naturwiss. Unterricht 15 (1062) 244. 
Wäinsrmms, R.: Amer. J. Physics. 28 (1960) 607. 
Boas, M. L.: Amer. J. Physics 29 (1961) 283. 
YxastRröm, S.: Ark. Fysik 28 (1963) 367: 
Pexgosz, R.: Proc. Cambridge philos. Soc. 55 (1959) 137. 
SALECKER, W., and E. Wiener: Physie. Rev. 109 (1958) 571. 
Wnisskopr, V.F.: Physics Today Sept. 1960, 24. 
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3.3.3.  Zeitdilatation 


Eine Uhr gebe am Ort x, (= x,) im gestrichenen (bewegten) System Zei- 
chen im Intervall 


At =b, A 


Vom ruhenden System aus betrachtet, ist sa der Lorentz-Transforma- 
tion: 
At 

At re bo = 7 ae NR D N 5 (3.17) 
Das bedeutet, daß dem ruhenden Beobachter die Intervalle gedehnt. er- 
... scheinen, d.h., eine mit der Geschwindigkeit v bewegte Uhr geht, vom 

: rubenden Standpunkt aus betrachtet, langsamer.!) 

Dieses Ergebnis für die Zeitdilatation At findet man folgendermaßen: Eine 
Standarduhr gibt im System 8”. die Signale (Ereignisse) i, und h, an, d.h. 
das Zeitintervall Ad!’ = — . 


Wie groß ist das Zeitintervall, das im System 8 registriert wird ? Aus der 


Lorentz-Transformation folgt 


U, RE ” 


tg tat 
BERNGEHEER. = —— m, 
yı — B8 Rn yı 


Da die Signale vom selben Ort (z. B. Atom) ausgesendet werden, gilt 
&% = &,, und man erhält durch Subtraktion der beiden Ausdrücke 
di= 2 ur also At BR 
YI-R VEzpt 

Das Ergebnis zeigt, daß Zeitintervalle, die von einer gleichmäßig bewegten 
Uhr in 8’ angegeben werden, im System S$ gedehnt erscheinen, und zwar 
in Abhängigkeit von der Relativgeschwindigkeit v. Dies formuliert man 
häufig wie folgt: Eine bewegte Uhr geht langsamer als eine ruhende.?) 
Gemäß den Lorentz-Transformationen sind die Raum- und Zeitmessungen 
so eingerichtet, daß in allen Systemen 8 und 5” die Lichtgeschwindigkeit 
konstant gleich c ist, was die Experimente fordern. 

Experimentelle Prüfungen der Beziehung für die relativistische Zeit- 
_ dilatation. wurden beispielsweise an Kanalstrahlen, an Myonen der Höhen- 


= 


1) Dasselbe Rasuliae findet der andere Beobachter, was durch ‚elativistische 
Vertauschung folgt: At = At/YI 

2) In der ART wird gezeigt, daß auch ein Gravitationsfeld den Gang einer Uhr 
verändern kann. 
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strahlung (9.1.1.), an z- und K-Mesonen im Labor (9.1.2.) sowie mit Hilfe 
des Mößbauer-Effektes bei Zentrifugenexperimenten?)?) (hier mit + 1% 
Genauigkeit) vorgenommen. . 
Die Zeitdilatation wurde 1972 mit. Hilfe von Atomuhren in Überschall- 


‚Hlugzeugen gemessen. Der nach der relativistischen Beziehung erwartete - 


Zeitunterschied gegenüber den Vergleichsuhren auf der Erde — ca. 10°? s 
nach einer Umrundung — wurde bestätigt: 


3.34. Relativität der Gleichzeitigkeit zweier Ereignisse 


Wenn zwei Ereignisse im System 8 an den Orten x, und x, (z, = x,) gleich- 
zeitig (d.h, =) stattfinden, ist gemäß der Lorentz-Transformation 
a =+ t,, was aus nachstehenden Gleichungen folgt: 


7. Mn, E ana‘ 
3 yıp' a ee 
Das bedeutet, daß Ereignisse in x, und », zwar für einen Beobachter in 8 


gleichzeitig sind, nicht aber für einen mit S’ verbundenen Beobachter. 
Alain gilt, wenn 4, = a 


® 
— %p 


b-hr Pr (2 = a 


L, = == ji = A 


618) 


- Bei der Analyse des Begriffes „Gleichzeitigkeit“ zweier Ereignisse in zwei _ 


zueinander bewegten Systemen spielt die Lorentz-Transformation die ent- 
scheidende Rolle. Die Zeitdifferenz ist wegen des Wertes der Lichtge- 
schwindigkeit bei kleiner Geschwindigkeit v praktisch unmerklich. Nur für 
v/e = 0, also v = 0, ist tatsächlich kein Unterschied vorhanden: , — 
= ti, — ti. Eine Definition der Gleichzeitigkeit mit unendlich großen Ge- 
schwindigkeiten ist physikalisch sinnlos, da ja zur Messung als Höchst- 
geschwindigkeit nur die Lichtgeschwindigkeit zur Verfügung steht.3) 

Im gestrichenen System erhält man eine reelle (positive) Zeitdifferenz, so- 
lange v<c und, — I > (2% — z,)/e ist. c ist die Höchstgeschwindig- 
keit, mit der sberhaups ein Energietransport (Signalübertragung) erfolgen | 


1) CHAmPENRY, D. C G. R. Isaax, and A. M. Kuax: Nature 198 (1963) 1186. 

2) Künvıe, W.: Physic. Rev, 129 (1963) 2371. 

3) Die Tatsache, daß die klassischen Beziehungen aus den relativistischen fol. 
gen, zeigt man, indem man v/c — 0 gehen läßt. Mitunter findet man auch 
"die Angabe, daß sich die klassischen Formeln auch ausc —> oo ergeben; c hat 
aber tatsächlich einen endlichen Wert. 
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- kann. Aus diesem Grunde kann die Reihenfolge zweier kausal verknüpfter 

Ereignisse nie umgekehrt werden. (Hingegen ist die Umkehrung der Rei- 
’ henfolge von nichtkausal verknüpften Ereignissen möglich.) Die allge- 
meine Nichtgleichzeitigkeit von Ereignissen, die von zwei unterschiedlich 
schnell bewegten Systemen aus festgestellt wird, beruht auf der Tatsache, 
daß die Uhren in beiden Systemen unterschiedlich schnell gehen. 


3.3.5. Zum „Uhrenparadoxon“ 


Auf Grund der Relativität der Gleichzeitigkeit wird jedes Ereignis nicht 
‚nur. durch’ Angabe seines Ortes, sondern auch durch den Zeitpunkt ge- 
kennzeichnet, in dem es geschieht. Ein Ereignis wird im System 8 durch 
das Wertepaar (x, 5) und im System 8” durch («,, th) dargestellt; - ein. 
zweites Ereignis ist in $ durch (x,, %,) und in S’ durch (x,, £;) gegeben. 


Gemäß den Lorentz-Transformationen gilt dann für die Zeitintervalle zwi- 
schen den Ereignissen 


E R ; . : 
Dee n für ©) = r} (3.19) 
Yı-5 
und 
n ; RE He 
u —-b= Be fürs =. (3.20) 


Aus dl. (3.19) folgt: Eine Uhr, welche in $’ ruht (& = £,) und. die Zeit- 
spanne ti, — t, angibt, benötigt für dieses Intervall, vom System 8 aus 
beobachtet, die längere Zeit t, — i,, d. h., die Uhr geht langsamer. 


“ Aus der zweiten Gl. (3.20) folgt, daß auch eine Uhr, die in $ ruht (x, = ,), 

. vom bewegten $°-System beobachtet, nachgeht. Diesen Zusammenhang 
bezeichnet man ais Uhrenparadoxon, da sich die beiden Gleichungen für 
& — t, und i, — f, zu widersprechen scheinen, wenn v 0 ist. 


Tatsächlich liegt aber kein Widerspruch vor, da das Ereignispaar {en tb); 
(%g, t9)} in beiden Gleichungen etwas Verschiedenes ausdrückt. 


Das erste Ereignispaar findet nämlich in 8’ am selben Ort (x, = ;) un 
das zweite Ereignispaar in $S am selben Ort (x, = x,) statt. Die Aussage, 
‘ daß zwei Ereignisse am selben Ort stattfinden, hat aber keine absolute 
Bedeutung; sie hat nur Sinn bei Angabe des jeweiligen Bezugssystems. 
Über weitere Experimente zum Uhrenparadoxon (Zeitdilatation) s. 9.1. 
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336. Zum „Zwillingsparadoxon‘“ 


Unter dem Zwillingsparadoxon!) versteht man die Anwendung des Uhren! 
paradoxons (vgl. Beziehungen für Zeitdilatation Gl. 3.17) auf die Fragen . 
des Alterns während einer Weltraiumreise. Während der Reise des Zwil- 
lings A, die mit einer gegen c nicht mehr vernachlässigbaren Geschwindig- 
keit v erfolgt, bleibt der Zwilling. B auf der Erde zurück. 

Nach der Gesamtreisezeit #’ Jahre trifft A wieder mit dem in seinem Iner- 
tialsystem verbliebenen Bruder B zusammen. Von Beschleunigungs- und 
Verzögerungsphasen der Reise sei abgesehen; vergleiche hierzu 9.16. 


Der Bruder B ist inzwischen i Jahre älter geworden: i = 


Für den Altersunterschied ergibt sich also (vgl. Tab. 1) 


12 ! i 2 


Ein Kosmonaut könnte z.B. das gesamte Milchstraßensystem durchfahren, 
ohne wesentlich zu altern, wenn nur seine Geschwindigkeit nahe c ist.?) 
Diese Schlußfolgerung scheint paradox, da man auch das Weltraumschiff 
als ruhend und die Erde als bewegt betrachten kann. Dasist richtig, da 
beide Bezugssysteme grundsätzlich gleichberechtigt sind. Sie sind aber 
nicht gleichwertig, denn für den Kosmonauten sind z. B. Beschleunigungs- 
bzw. Gravitationswirkungen vorhanden, die für den Zwilling auf der Erde 
nicht in Betracht kommen. Der Zwilling auf der Erde befindet sich dauernd 
in einem Inertialsystem. Wegen der notwendigen Beschleunigungsperioden 
ist das Weltraumschiff (mindestens zeitweise) kein Inertialsystem. Da- 
durch, daß. A das Inertialsystem wechselt, besteht keine Symmetrie. 

Ein zweiter Einwand bezieht sich darauf, daß man die ‚physikalische‘ Zeit 
von einer „biologischen“ zu unterscheiden hätte. Hierzu ist zu bemerken, 
daß ein Unterschied (bei gleicher. „physikalischer‘‘ Zeit) für Organismen 
unterschiedlicher biologischer Konstitution von Bedeutung sein mag. 
Schließlich beruhen aber die physiologischen Prozesse auf chemischen und 
physikalischen Gesetzmäßigkeiten, also auf atomaren Prozessen, so daß 
damit für den gesamten Organismus auch die aus der Relativitätstheorie 
zu ziehenden Folgerungen (z. B. „Altern‘“) vollständig zutreffen. 

Ein dritter Einwand bezieht sich darauf, daß das Weltraumschiff während 
der Beschleunigungsperioden kein Interialsystem darstellt; deswegen sei 


ı) SKOBELZYN, D. W.: Das 'Zwillingsparadoxon in der Relativitätstheorie. 
Berlin 1972. 

2) Die vollständige Berechnung der Reisezeit zu fernen kosmischen Objekten 
ohne Vernachlässigung der Beschleunigungs- und Abbreimsperioden ist in 
9.16. durchgeführt. 
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die SRT zur Behandlung des Problems nicht zuständig, sondern die ART. 
- Das ist im Prinzip richtig.. Da es hier aber darauf ankommt, den Verlang- 
samungseffekt bei Uhren zu zeigen, die sich mit gleichförmiger Geschwin- 
digkeit bewegen — also die Interpretation der Beziehungen der SRT vor- 
zunehmen —, kann man das ‚‚Paradoxon“ auch ohne die Beschleunigungs- 
“ perioden erörtern. Die Weltraumreise wird auf 2 sich begegnende Welt- 
raumschiffe aufgeteilt, bei denen es sich um Inertialsysteme handelt, d.h., 
die beiden Schiffe haben stets gleichförmige und gleichgroße Geschwindig- 
keit, die ® — 0,995 c betragen soll. In diesem Fall ist der „Verlangsamungs- 


Tabelle 1 
ge vr m _ 1 Sy ı_? m _ 1 Sie 
c ce Mo 1- Pr} C Mg = 
ce? 2 
Diese Werte gelten Diese Werte gelten 
auch für t/i, | auch für i/t, 

. 103 . 10-19 e 
r 6 1 ia = ns 5.107? 10,012523487 
1. 10-3 145.10” 8.10% 25,005. 001500 
1..10- 145.104 2.10: 50,002 500188 
0,1 9.10-2  1,0050378153 5. 10° 100,001 25003 
0,2 8.101  1,020620 7262 8. 10° 250,00050000 
0,3 7.101  1,0482848367 2.10" 500,000 25002 
0,4 6-10-2 1,0910894512 5: 107 1000,000 1250 
0,5 5.10- 1,154 700 5384 8.108 2500,0000500 
0,6 4: 10-2  1,2500000000 2.10 5000,0000252 
0,7 "3.10  1,4002800841 5-10 - 10000,000013 
0,8 2.10-2  1,666666 6667 8. 1070 25000,000006 
0,9 1-10-12  2,2941573389 2.1020 50 000,000005 
0,91 9.1072 2,411 9153510 5. 10-4 -100 000,000 00 
0,92 "8.102 2,5515518154 8. 10-12 250000,00001 
0,93 7.10-2.  2,7206478090 2. 10712 500000,000 02 
0,94 6-10-2 -2,9810519089 5. 107° 1000. 000,0001 
0,95 5.102 3,2025630762 8. 10-14 2500 000,0001 
0,96 4.102 3,571 4285716 .2.10714 5000000,0003 
0,97 3.1072 4,113450 3492 5. 10715 10000 000,001 
0,98 2.1072 5,025 189 0764 8. 10718 25000000,001 
0,99 1.102 7,0888120505 2. 10716 50000000,003 
0,991 9.103  7,4703872485 5.107 100000 000,01 ; 
0,992 8-10  7,9215531315 8. 10712 250000000,01 
0,993 7.1078 8,466 371 6846 2. 10718 500000 000,03 
0,994 6.10-3  9,1424332425 5. 10-22 1000000000,1 

8.10-2° 2500000000,1 
2. 10-20 ° 5000000000,3 
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Faktor‘ für die Zeit 1//I — v2/e2 = 10,01 (vgl. Tab.1). Das bedeutet: 
Ih im Raumschiff entspricht 10 h auf der Erde. Bei der Begegnung der 
beiden Raumschiffe sei ein Informationsaustausch möglich, ebenso beim 
Passieren der Erde zwischen Raumschiff und Erdbewohnern. In Abb. 3.2 
sind die Phasen der Begegnung (Signalaustausch) dargestellt. 

Der Reisende R, passiert die Erde (Abb. 3.2), wo ein Beobachter die In- 
formation über dessen Alter von 30 Jahren zur Kenntnis nimmt. Eines’ 
Tages passiert R, das Raumschiff R,. Die Borduhr zeigt an, daß 1 Jahr 
vergangen ist. R, ist in diesem Augenblick also 31 Jahre alt. Die Ver- ' 


Phase 


von der Erde gemessen 


ru, 
= Alfer30 Jahre 
— 
rl 


Phase2 (=) 


D 


2 Alter 31 Jahre 
(nach Borduhr) 


en | 
= 


R2 . ebenfalls 31 Jahre alt 


Phase3 


ZI 
.R2 32Jahre alt 


Vor = 1a Rı begegnet; . 
für irdischen Beobachter = 20 Jahre vergangen 


Abb. 3.2 


8. Lorentz-Transformation - 47 


ständigung mit R, ergibt, daß der Raumschiffkommandant R, ebenfalls 
genau 31 Jahre alt ist. In der Phase 3 passiert R, die Erde. Er informiert 
den irdischen Beobachter, daß er vor einem Jahr R, gesehen habe; d.h., 
R, ist 32 Jahre alt. 


Der irdische Beobachter in dene: daß zwischen der Phase 1 und 
3 für die Kosmonauten zwei Jahre vergangen sind, für ihn selbst aber 
20 Jahre. Eine genauere Rechnung zeigt übrigens, daß für den Erd- 
bewohner die Reisezeit von R, nicht 10» — wie für das Licht — sondern 


0, Saar a = 10,053 beträgt. Für die Reisenden beträgt die „Zeitverlang- 

1 
samung‘“ (Faktor der Zeitdilatation) 10; sie sind demnach an 
== 1,0053 unterwegs. 


Ein genereller Einwand, wonach das Ergebnis des langsameren Alterns 
eines (hinreichend schnellen) Weltraumfahrers dem „gesunden Menschen- 
verstand‘‘ widerspreche und deshalb abzulehnen sei, ist indiskutabel. Die 
* modernen physikalischen Auffassungen, die überdies bestens experimen- 
tell bestätigt sind, gehen über den sogenannten „gesunden Menschenver- 
stand‘ hinaus und sind in der Regel ‚‚unanschaulich‘“. Das bedeutet nichts’ 
anderes, als.daß üblicherweise die aus der Alltagserfahrung unmittelbar 
hervorgegangenen Begriffe nicht ausreichen, um Tatbestände ‚‚anschau- 
lich‘ darzustellen, die über die Alltagserfahrung hinausgehen. 


3.4. Transformation der Geschwindigkeit (Additionstheorem) 
3.4.1. Relativistische Additionsbeziehung® | 


An die Stelle.der Galilei-Addition der Geschwindigkeiten @ = w + v bzw. 
u =.u — v tritt für große Geschwindigkeiten die relativistische Addition. 
Sie läßt sich in einfacher Weise aus den Lorentz-Transformationen her- 
leiten: : 
Zwei Systerne 8’ und $ bewegen sich parallel zu den Abszissen mit der Re- 
lativgeschwindigkeit v. Im System 8’ bewege sich ein Punkt parallel zur- 
'. &'-Achse. Ein mit 8’ verbundener Beobachter mißt die Geschwindigkeit 
w. = # tl’ , hingegen mißt ein mit S verbundener Beobachter u = z/t. Man 
substituiert für x und ? die Lorentz- Transformationsgleichungen. (3.13) : 
und findet vn 


vr 
Mr u oder = 


BE ; v«\. 
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Wegen x’/# = w erhält man 


ut zZ (3.22) 
1 + & W . i “ 
und — durch relativistische Vertauschung — 
BE EN, er (3.23) 
v 
1-—Zu : 
€ 


Für ule — 0 erhält man hieraus die Galilei-Transformationen (3.3), (3. 4) 
vw=W+-vbzwW =u—v. 

Die relativistischen Beziehungen liefern für die Summe ı kleinere und für 
die Differenz w’ größere Werte als die klassischen Gleichungen. 

Die Gin. (3.22) und (3.23) beziehen sich auf den Spezialfall, in dem die 
Geschwindigkeit des Punktes parallel zur x-Achse gerichtet ist. In diesem 
Fall sind die Geschwindigkeitskomponenten in dem kartesischen Koor- 
dinatensystem wel w=0. 

Des weiteren ergibt sich auch Ay = 0 und u; = 0. Es ist üblich, an Stelle 
von u, und %, zu schreiben uy und u,. 

- Im allgemeinen Fall besitzt ein Geschwindigkeitsvektor 4 die drei Kom- 
ponenten %,, %y, %, bzw. u,, u; u,. Aus den Lorentz-Transformationen 
findet man durch Quotientenbildung 


rR 
U=7: U, Mn 


und in gleicher Weise!) die gestrichenen Größen. 


[2 T z EZ r4 
mg weg unT 
Es gilt 
w+v u, yl — 2 wyl—P® 394 
ei; Denn, We er 
1-+ 2 Ur It a le Ira 
ae AB, T-R 
ee 
1- z U I- 5% ar 1 


%) Die Herleitung der Geschwindigkeiiskomponenten:n mit „Hilfe der Differen- . 
tialrechnung ist in Aufgabe 3.2. dargestellt. 
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Das Gesetz vom Parallelogramm der Geschwindigkeiten!) gilt demnach: 
nur in erster Näherung für kleine Geschwindigkeiten, also‘ in der klassi- 
schen Physik. Setzt man 2= 2 +W + WW, W"=u?+w? + uw? und 
bezeichnet man mit 9 den Winkel zwischen den Geschwindigkeitsvek- 

toren © und W’, so gilt 


eh) 
Vera tar (er) 


c2 
U 


(3.26) 


Die Gln. (3.24) lauten für den allgemeinen Fall in Vektorschreibweise: 


1 ’ - 
Er tete u o-n|+tret; vr. 
e (3.27) 


Die Gin. (3.24) sind dagegen einfacher zu handhaben.: Man erkennt, daß 
keine Symmetrie zwischen w und ® besteht. - 


Aus (3.27) ist ersichtlich, daß nur kleine Geschwindigkeiten w "und vin der 
gewohnten Weise (vektoriell) addiert werden dürfen. Größere Geschwin- 
digkeiten sind nach dem. Einsteinschen Additionstheorem (3.24), (3.26), 
(3.27) zusammenzusetzen. Aus ihm folgt auch, daß sich ein mit Lichtge- 
schwindigkeit im ungestrichenen System bewegter Punkt auch im gestri- 
cherien System mit; Lichtgeschwindigkeit bewegt — sofern Gravitations- 
felder vernachlässigt werden können. 

Aus dem Additionstheorem für die Geschwindigkeit folgt ferner, daß « 
nicht größer als c werden kann. 

Wäre u > c?/v möglich (s. Gl. (3.23)), dann würde sich u’ < 0 ergeben. 
Das hieße aber folgendes: 

Wird im System $ ein Signäl von’P, nach P, übermittelt, so würde es — . 
von 8’ aus betrachtet — in P, früher eintreffen als in P, starten. 

Das aber ist wegen des Käusalitätsgesetzes ausgeschlossen. Ein Transport 
von Energie ist höchstens mit der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit möglich. 
Für Signal- und Gruppengeschwindigkeiten ist c die Höchstgeschwindig- 
keit. (Überlichtgeschwindigkeiten können nur als Phasengeschwindig- 
keiten auftreten; z. B. bei den de-Broglie-Wellen, mit denen aber eine 
Signalübertragung nicht möglich ist.) Die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit 
erweist sich als Grenzgeschwindigkeit aller materiellen Geschwindig- 
keiten. 


5) Siehe hierzu die ‘Aufgaben 3. 
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342, Beispiele für das Additionstheorem 


1. Das Ergebnis des Michelson-Versuches läßt sich kurz wie nr formu- 
lieren: 
Lichtgeschwindigkeit + Erdgeschwindigkeit — — Lichtgeschwindigkeit. 
Dieses Ergebnis folgt nun unmittelbar aus dem relativistischen Addi- 


tionstheorem der Geschwindigkeiten (3.22), wenn für vW" =cund fürv _ 


die Erdgeschwindigkeit gesetzt wird: 


2. Die Addition zweier Unterlichtgeschwindigkeiten führt stets welt zu 
einer Unterlichtgeschwindigkeit: 


Mit W = 05c undv= 0,5 C ergibt sich u = ee =0,8c: 


'3. Schließlich findet man, daß auch die Summe zweier Lichtgeschwindig- 


keiten die Lichtgeschwindigkeit ergibt 


et: 2c 
=—=6, 


ne 3 


1+5 


Hiermit ist nochmals gezeigt, daß es keine (Signal. )Geschwindigkeit gibt, 
die größer als die (Vakuum-)Lichtgeschwindigkeit ist. Die Geschwindig- 


keit elektromagnetischer Wellen tritt als Grenzgeschwindigkeit auf, die 


nicht nur bei den Gesetzmäßigkeiten des Lichtes selbst, sondern auch bei 
der Struktur von Raum und Zeit als universelle. MaBstabekonstante von 
hervorragender Bedeutung ist. j 

In der SRT werden Geschwindigkeiten nichtlinear addiert. 


» 


3.4.3. Der Versuch von FızzAu 


Der Versuch. von FızaAv erbrachte 1851 ein Ergebnis, das seinerzeit mit 


* den klassischen Hilfsmitteln nicht verstanden werden konnte. Es läßt sich 


erst mit der Relativitätstheorie richtig deuten. Oder umgekehrt: Der Ver- 
such von Fızeav ist ein Beweis für die Richtigkeit der Belativitätstheorie, 

für das Einsteinsche Additionstheorem der Geschwindigkeiten. 

Bei diesem Versuch von Fizeav handelt es sich um folgende auch lesen 
interessierende Problemstellung: 

Die Lichtgeschwindigkeit in Wasser soll been werden, wobei die- Strö- 
mungsrichtung des Wassers einmal der Ausbreitungsrichtung entgegen- _ 
gesetzt sein, das andere Mal mit ihr zusammenfallen soll. 
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Die Versuchsanordnung nach Hosk ist in Abb. 3.3 dargestellt: 


‚N Spiegel 2 u 
-—. 
1 


2} 


2 
Spiegel3 


Spiegel 1 nn 


27 


Ge 


LE 


ZZ Zah? 2 
ZEIT 


5 - 


N 


2 teildurchlässiger Spiegel 


: 1 
Lichtquelle 7 ei 
1 R 


2 
N Fernrohr 


Interferenzstreifen 
. Abb. 3.3 = 


Der teildurchlässige Spiegel zerlegt den ursprünglichen Strahl, so daß die 
Komponente 1 in die Richtung der Strömungsgeschwindigkeit v des 
Wassers fällt, während die Komponente 2 das Medium entgegengesetzt zur 
Strömungsgeschwindigkeit durchsetzt. Die Strahlwege werden je nach 
Geschwindigkeit v einen Gangunterschied erhalten, so daß mit dem Inter- 
ferometer Interferenzstreifen beobachtet werden, die sich beim Umkehren 
der Strömungsrichtung verschieben. Man mißt jedoch nicht die Geschwin- 
digkeit i = 


w-—+tr, a (3.28) - 


sondern einen kleineren Betrag. 

Cy = c/n gilt für das ruhende Wasser (v = 0; cy = 25 = 2,25. 10° ms-!), 
Die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichtes ist im Wasser c/n, wobei n 
der Brechungsindex ist. Nach der klassischen Mechanik wäre als Licht- 
geschwindigkeit im strömenden Wasser (Strömungsgeschwindigkeit v) zu 
erwarten: nn ze 2 SA BR 


Ce = Fr +v. oder cy -— — dv (jenach Strömungsrichtung). 
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Die Experimente — 1887 von MicHELson und MorLEY in verbesserter 
Form wiederholt — ergaben aber einen Wert 


e I1\ € BER: 
bzw. für die entgegengesetzte Strömungsrichtung 


Der Faktor (1 — 1/n?) wird als Fresnelscher Mitführungskoeffizient be- 
zeichnet.!) j 
Das Versüchsergebnis ist klassisch nicht verständlich.. Es läßt sich jedoch 
mit Hilfe der SRT erklären: Die Röhren \bilden das Ruhesystem 8, das 
bewegte Wasser dasSystem 8°. Mit cy wird die Geschwindigkeit bezeichnet, 
die ein relativ zur strömenden Flüssigkeit ruhender Beobachter mißt; 
Cy = c/n ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichtes in der ruhenden 
Flüssigkeit. Geht man von der Formel (3.22) aus, so erhält man durch 


Substitution von w = c/n 


Daraus ergibt sich — bei Vernachlässigung von v?/en — 
€ 41 
u Lee: 
ow= Erolı =) 
'was mit dem Experiment übereinstimmt.2) 


t) Herleitung des Fresnelschen Mitführungskoeffizienten s. Aufgaben 1.3. 
?} Fußnote s. 8. 53. \ 
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Es muß bei dieser Formel noch auf folgendes hingewiesen werden: Ist 
n = 1 (Vakuum, näherungsweise auch für Luft), so erhält man als Va- 


a i 1 u 
kuum-Lichtgeschwindigkeit stets ne +s»!1l- 2») Diesen Sachver- 


halt belegt aber der Michelson-Versuch. Daraus ist ersichtlich, daß 
die (Vakuum-)Lichtgeschwindigkeit unabhängig vom Bewegungszustand 
zweier Systeme stets gleich groß ist. Nach den von EINSTEIN angegebenen 
Vorschriften für Raum- und Zeitmessungen ist es grundsätzlich unmög- 
lich, unbeschleunigte Translationsbewegungen relativ zu einem „Ruhe- 
system‘“ festzustellen. 

Die relativistische (niehtlineare) Additionsformel wird also durch den 
Fizeau-Versuch einwandfrei bestätigt. Für die Nichtanwendbarkeit der 
„gewöhnlichen Regel“ (nach GaLı.ur) zur linearen Addition von Gesehwin- 


digkeiten gibt es eine einfache Analogie: Die Winkelsumme in einem . 


ebenen Dreieck ist 180°. Das gilt für alle relativ kleinen Dreiecke auf der 
Erdoberfläche. Betrachtet man ein hinreichend großes Dreieck auf der 
Erdoberfläche, so erhält man eine größere Winkelsumme, so daß hier die 
„gewöhnlichen Regeln‘ der. Planimetrie nicht mehr gelten. 


3.4.4. : Additionstheorem und Lorentz-Faktor 


Besitzt ein Körper im bewegten System S’ noch eine Eigenbewegung u, 
in bezug auf dieses System (in Richtung der x-Achse), so hat ein im System 
S ruhender Beobachter eine zusammengesetzte Geschwindigkeit u zu be- 


rücksichtigen, die sich nach dem Additionstheorem aus u, und der Sy- 
stemgeschwindigkeit v ergibt. Man hat demzufolge in dem Lorentz-Faktor 


ee 1 
= yı-3- % 


1) Berücksichtigt man die Dispersion, so wird der Mitführungskoeffizient etwas 
komplizierter. P. ZEEMman konnte aber 1915 bei Wiederholung des Fizeau- 
Versuches. die genauere Formel exakt bestätigen. Die genauere Beziehung 
mit dem Dispersionsterm lautet 


1 A dn\ 


In der Arbeit von O. Kxorr: „Die Versuche von F. Haneuss über die Ge- 
schwindigkeit desLichtes in bewegten Körpern“, Naturwissenschaften 8(1920) 
815— 821, werden drei Fälle des Mitführungskoeffizienten unterschieden: 


IN. 1. Adn ı_ Ada 
le RER 0 BERBRRL P 2 
| =) ( n a)’ a | n? a) 
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an Stelle von v nunmehr _ 


zu substitüieren. Damit erhält man als Lorentz-Faktor, wenn zwei paral- 
lele Geschwindigkeiten in Richtung der x-Achse vorhanden sind, 


2 hr u : 
3) u, + v ; Yel+ er) (+ v)? 
e2 [2 ET en Eee EEE A a ee 


2 # 
© 14 JE 
1 u; eo ur 
ET ca 
= 14 UV _ ? 
& 
also 
72 2 
BEE 
ur ce? € , i 

' 1-7 (3.31) 
+ + 2 s 

i e 

Für 

A 1, +® 
Ug = . 
N UV 
a 
ergibt sich 
1 ur 1 Br | 
S u [02 ce? 
1--2= SEN) (3.32) 
€  _ Wr 
ec? 


‚Beide Gleichungen unterscheiden sich bezüglich des Vorzeichens von %,. 
Für u, = 0 folgt w, = v. 


! 


3.5. Relativistische Beschleunigung 


Unter der Beschleunigung versteht man die Geschwindigkeitsänderung 
in der Zeiteinheit, genauer a = du/dt. Es werden zwei Fälle unterschieden: 
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die Beschleunigung in der Richtung (parallel) der Bewegung: a, bzw. a, 
und senkrecht zu dieser Richtung: a, bzw. a,. 

Der betrachtete Körper im bewegten System $’ habe zur Zeit / = 0 die 
Geschwindigkeit u, = 0 und nach der Zeit At’ die Geschwindigkeit Au,. 
Vom Bezugssystem 8’, das gegenüber dem System 8 mit der Relativ- 


geschwindigkeit v bewegt ist, stellt man die Geschwindigkeiten u, = vund : 


%, 4 Au, fest. Das ist aber nach dem Einsteinschen Additionstheorem 


(8.33) 


Betrachtet man Au, als kleine Größe, so gilt (vgl. Anhang) 
u, + Au, = (v + Ai,) (1 _ —_ 
j 


ca 


Au; v2 
an: 


'=9+Am— 


hierin ist die Größe (Au,)? als klein von zweiter Ordnung vernachlässigt. 
Wegen %, = v erhält man 


40, = Au, (1-3). 
ce 
At 
92 
yı-3 
Au, Au, 1 v2\8 
Fall =): 


Sn Au, da, 
D h Bi x s 27 Eur 2 
urch. Geenzübergeug Im Au 


Mit At = 


(s. 3.3.3.) erhält man durch Division 


== a, findet man schließlich 


re 
= 0 y( = 5) RE (3.34) 


Für die y’-Komponente folgt zunächst die Geschwindigkeit u,: 


Aus y’ ='ybzw. Ay = Ay und Ar’ = At V 1- = ‚ergibt sich 


56 Spezielle Relativitätstheorie 


und durch Grenzübergang 


“ Die nochmalige Bildung des Differenzenguotienten liefert 


Au, Am 1 
Ar At ; 0 


ca 


Schließlich erhält man nach dem Grenzübergang den Differentialquotien- 
ten und damit die Beschleunigung in der y-Richtung bzw. 2-Richtung 


; v2 i vo” 
y,=4 (1 _ =) bzw. &=% (1 _ 5) . (3.35) 
Unter Aufgaben 7.1. wird mit Hilfe der Differentialrechnung der Ausdruck 
für die relativistische Beschleunigung allgemein hergeleitet. 
4. Zur Masse-Energie-Äquivalenz 


41.: Die relativistische Massenveränderlichkeit 


Im folgenden werden unter Verwendung der Lorentz-Transformations- 
formeln zwei Herleitungen für die relativistische Massenveränderlichkeit 


m = molYl — v2jc* angegeben. Diese Beziehung gehört zu den experi- 


mentell bestfundierten Gesetzen. Sie bildet u. a. die Gundlage für das 


Funktionieren der Teilchenbeschleuniger und der experimentellen An- 


ordnungen in der Kern-- und Elementarteilchenphysik. 


4.1.1. Impulserhaltungssatz und Massenveränderlichkeit 


Es ist evident, daß der Erhaltungssatz des Impulses » = mv bei der 
Galilei-Transformation invariant ist, wenn man die absolute Erhaltung 
der Masse annimmt. In der Lorentz-Transformation ist die Gültigkeit 
dieses Erhaltungssatzes nicht so offensichtlich, da für die Geschwindig- 
keiten keine direkte Addition bei der Transformation gilt wie in der klas- 
sischen Mechanik. Es zeigt sich, daß mit Ze 


m = molyi — orfe® 


der Impuls die gewohnte Form p = m v behält und demzufolge p’ = 7, 
also m’ v’ = m v für die Lorentz-Transformation gilt. 
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Mit dem System S(a, y) sei eine Meßvorrichtung (Target oder Platte mit 
Feder) fest verbunden. In diesem System wird ein Körper auf das Target 
geschossen. Die Eindringtiefe Ay ist ein Maß für den Impuls m u, dieses 
Körpers. Eine an einer Feder befestigte Platte würde eine Auslenkung 
Ay erfahren, die als Maß für den Impuls m u, gilt (Abb. 4. an 


aa 


Ay'=Ay 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


2 —- 
vi 1.Versuch 2.Versuch .3,.Versuch * Ä 


Abb. 4.1 


Parallel zur x-Achse bewege sich ein System 8°(x’, y’) mit der Geschwin- 
digkeit v. Der gegenüber der Platte bewegte Beobachter mißt dieselbe 


Eindringtiefe des Geschosses: Senkrecht zur Bewegungsrichtung ® tritt — 
gemäß der Lorentz-Transformation — keine Längenänderung auf, also 
y = y. Da beide .Beobachter dieselbe Eindringtiefe Ay = Ay feststellen, 
kommen sie zu der Schlußfolgerung, daß die Impulse i in beiden Systemen 
gleich sein müssen: 


WM U=EMmU. we (4.1) 


Auf Grund der Zeitdilatation bei der Umrechnung von einem System’in. 


das andere ergeben sich ällerdings unterschiedliche Geschwindigkeits- 
werte für u, und u, — gemäß der Transformationsbeziehung (3.25) — 


ya 

l== 

; [ 
N BR 
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Aus der Gleichheit der Impulse (4.1) folgt mit u, 


Reg 
m (144%) 2 


Im vorliegenden Fall ist u, = 0 (bzw. auch u, = 0), so daß man dafür 
schreibt — unter Weglassung des Striches — 


ner, % (43) 


V:-3 
ca 


- Versteht man unter Masse allgemein diesen Ausdruck m(v), so spricht man 
von der Impulsmasse, und es gilt für den Impuls generell 


ur (4.4) 


Nur für kleine Geschwindigkeiten v gegenüber der Vakuum-Lichtgeschwin- 
digkeit c ist man berechtigt, p = m, v als Näherung zu verwenden; hierin 
bezeichnet m, die Ruhmasse. 

Es sei bemerkt, daß ein Ansatz für die Gleichheit der Impulse m u, = m u,, 
d.h., u, = u,, auf v = 0 führt, also für das betrachtete Problem ausschei- 

. det. "Die Tatsache, daß allgemein m’ Ir m für v #0 gilt, ist experimentell - 
bestens belegt. 

Unter Masse versteht man einen Trägheitswiderstand, der allgemein mit - 
zunehmender Geschwindigkeit anwächst. 

Die Auffassung einer Masse als einer Größe, die einer bestimmten Menge 
von Atomen oder Molekülen proportional ist, gilt nicht’'allgemein. Sie 
beschränkt sich nur auf die Proportionalität zwischen Atomanzahl und 
Ruhmasse, da sich die Menge der Atome mit der Geschwindigkeit nicht 
ändert, wohl aber die (träge) Masse. 
Weiter unten wird gezeigt, daß in der speziell relativistischen Physik bei 
der Erfüllung des Impulserhaltungssatzes stets zugleich auch der Energie- 
u, erfüllt sein muß. 
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Vorstehend ist gezeigt worden, daß andere bewegte Beobachter (v,, %,, 
..., d) für ein und denselben Impuls m’ u, andere Werte m u, messen. Bei 
Einführung der Massenveränderlichkeit bleibt der Impuls in beiden Sy- 
stemen S und 8’ erhalten: m’ u, = m u,. 


4.1.2. Folgerung der Massenveränderlichkeit 
aus dem unelastischen Stoß 


Im System $’(@', y’) bewegen sich längs der z’-Achse zwei vollkommen 
plastische Kugeln mit der Geschwindigkeit w bzw. — w’ aufeinander zu. 
Sie führen einen ideal unelastischen Stoß aus, derart, daß sie beide nach 
dem Zusammenstoß im System 8° völlig in Ruhe sind, d.h., sie besitzen 
nach dem Zusammenstoß die Geschwindigkeiten %, = 0. Die Beobach- 
tungen werden mit:dem Erhaltungssatz des Impulses für die beiden Sy- 
steme wie folgt formuliert: 


Im System 8° gilt: 
mu + m (—-%W) = (mi + m})-0. (4.5) 
_ Hieraus folgt für den mit diesem System verbundenen Beobachter: 
(m, — m;) wW = 0 und damit die Massengleichheit mı = m}. 
Speziell gilt diese Massengleichheit auch für im System 8’ ruhende Ku- 


geln, d. h., die Ruhmassen sind ebenfalls gleich: mı,o = m... 


Im System 8, das sich parallel der x’-Achse mit der Geschwindigkeit v 
bewegt, gilt für die Geschwindigkeiten der beiden Kugeln vor dem Stoß: 


de und ae = (4.6) 
1 ® ‚ _ 1 ® ’ 
+ 3% au 


Nach dem ideal unelastischen Stoß ist für beide Kugeln v, = v. Damit 
gilt für den Impulserhaltungssatz 


\ & 


 W-+®» - W+V = 
Mu Mz m tm)v. (4.7) 
Ir zw j Les 3: j 
[7 [#3 
Hieraus findet man 
m; “rt, + my Zee, =0, 
IrzW = u 
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also. 


©, 
en A B & 
1 ’ ‘8 F A 
5 Ir 7% 


Dies aber bedeutet, daß die beiden Kugeln im System $ verschiedene 
Massen haben: m, > m,. Wenn w =0 und daher &, = % = v ist, gilt 
m,/m, =1. Beide Kugeln haben in 8 gleiche Masse m, = m,, wenn sie gleiche 
ah v haben. Das gilt speziell auch für v = 0 (Ruhmasse): 
Mı,0 = M2,0- 


Wählt man nun für die Belatifgeschwindiekeit, v=w,so findet man nach 
Gl. (4.6) für die Geschwindigkeiten der Kugeln vor dem Stoß (in 8): 


2v 


u, = r und %=0. (4.9) 
145 


Die zweite Kugel ist.also vor dem Stoß in S in Ruhe; demnach ist ihre 
Masse gleich der Ruhmasse mz,.. Damit erhält man aus Gl. (4.8) 


Mao BE ec? 
m va 
c 


Da die Ruhmassen der beiden Kugeln in 8 gleich sind: ma,o = mı,o, folgt 
aus Gl. (4.8) nach Quadrieren 
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Aus Gl. (4.6) findet man 


LTE ei 
Ei er 
ea). | : 


damit ergibt sich weiter aus (4.10) 


Das bedeutet allgeinein! Bewegt sich. ein Körper der Ruhmasse m, gegen- 


über einem Bezugssystem mit der Geschwindigkeit v, so mißt man die, 


Masse m(v) 


. 7 (4.3) 


Eine Übersicht über Experimente zur Messung der relativistischen Massen- 
veränderlichkeit geben Faracd und JAnossy!). Von Mzyer und Mit- 
arbeitern?) wurden an Elektronen im Bereich von 2,6 bis 3,1 MeV Prä- 
zisionsmessungen zur Geschwindigkeitsabhängigkeit der Masse durch- 
geführt, wobei innerhalb von 0,05% Übereinstimmung mit der relativi- 
stischen Beziehung gefunden wurde. 


% 


‚A2. Massenzuwachs und kinetische Energie 


Die Gleichung für die relativistische Massenveränderlichkeit (4.3) 
Er 2\-1/2 : 
m= Le (1 -5) 


v2 e* 
Ina 


läßt sich durch Reihenentwicklung näherungsweise (v/c <ı folgender- 


maßen schreiben: 


1) Farac6, P. S., und L. JAnossy: Nuovo Cimento 5.(1957) 1411. 
?) Meyer, V., .W. Reıchaer, H. H. Staus, H. WınkLer,. F. ZamBonI und 
W. Zyc#: Helv. physica Acta 36 (1963) 981. 
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Daraus folgt‘ 


1 „=. 
Mm— Mm ID 5% V® @ PR 
worin in, v2/2 = Eyin die klassische kinetische Energie der Masse m, ist. 
Das bedeutet, daß die kinetische Energie einem Massenzuwachs proportio- 
nal ist (und umgekehrt). Da jede Energie durch entsprechende Umwand- 
lungsprozesse in kinetische Energie überführt werden kann, kann man all- 
gemein folgern: 
Jeder Einergiezuwachs — gleichgültig, in welcher Form die Hnergie auf- 
tritt — bedingt einen Massenzuwachs. Das aber heißt: Masse und Energie 
sind äquivalent. 
Setzt man m — m, = Am, so kann man schließen, daß einer Massen- 
änderung eine Energieänderung entspricht: ; 


Amer — En: - (4.11) 


Diese Beziehung, die Eınsrein als das wichtigste Resultat seiner Relati- 
vitätstheorie bezeichnet hat, wird nachstehend exakt hergeleitet. 


43. E=md 


Der Ausgangspunkt ist das allgemeine Kraftgesetz, das hier nicht in der. 
einfachen klassischen Form F= ma verwendet wird, wo man m stets 
als konstant ansieht, sondern i in der Form 


F=-me), R a | «1 


d. h., die Kraft, F wird als die zeitliche Ableitung di des Impulses verstanden. 
"Das Gesetz von der Erhaltung des Impulses gilt auch in der Relativi- 
tätstheorie: Wirkt keine Kraft auf die gleichförmig bewegte Masse ein, 
also F=0, d.h, q 

m dt 
m = - ——— die Impulsmasse. 
yı — 92/0? 
Zur Berechnung der Arbeit dA = Fds wird zunächst deren zeitliche 
Änderung dA/di = F ds/dt betrachtet: 


dA 71 m. 2% 


{m ») = 0, so folgt mv = const; hierbei ist 


wrailn-auja 
. also 
dA Mm: dPds _ __mo . d’s]ds. 
un mem“ di di non: IB wa di’ 
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wobei 
ds d2s „3 


re und ae” 6 


Damit ergibt sich 


en (en dB, a). a 


dt ß? di di 
oder 

d4_ maß ( | \d 

d 1 \l-Pp di 
undeweiter 

dA _ maß 1 -dß 

di yı_p 1—Pp de’ 
“also 


da OB dp 5 R | 
nee ee 


Um die Integration 


Ike, = = 


durchzuführen, wid 


z2=y1— PR 
eingeführt. Es ist 

pd=—-zd, 

dz 2 = ß 
„Dale = 
also k 

2 dz 1 H 
Te er 
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Die Integrationskonstante wird so bestimmt, daß sich für v = 0 bzw. 
= = 0.der Wert A = 0 ergibt. 


9= 2 
0=m 


c, 
ve 


= 


BE RBANe 
Ü=- m. 


.. Somit erhält man schließlich 


M 
A= m al —— —1|. 

Ne) 
Das ist die kinetische Energie!) in relativistischer Form. Diese kann man 
demnach auch schreiben 


Erin = Im — in) 2, also En = Amc?; (4.13) 


in Worten: asus Energie (Ex) = Gesamtenergie (m eo) — Ruh- 
energie (m, c?). Der Satz von der Unveränderlichkeit (Konstanz) der Masse 
gilt demnach nicht wie in der Newtonschen Mechanik. Nur wenn die Ener- 
gieänderungen verhältnismäßig klein sind, kann man die MrSenZnderEn- 
gen vernachlässigen. 

Diese-wichtige Beziehung ist experimentell völlig a Sie spielt in 
der Atom- und Kernphysik eine hervorragende Rolle. m = E/c? ist der 
allgemeinste Ausdruck für die Trägheit der Energie. ‚(Über die Trägheit 
der Energie vgl. 4.5.) 

Die Formel für die klassische kinetische Energie ergibt sich als Spezialfall 
der relativistischen Formel für Z,., indem man eine Reihenentwicklung 
durchführt: 


ya\ 12 
Exin = = me —- m) = me |(t _ . —- . 


at 
mel tgatsat el 


Für v <e folgt Eyın N 3 my v2. (Vgl. hierzu Aufgabe 4.11.) 


Aus den Beziehungen für Ey. berechnet man z. B. auch die Geschwindig- 
keiten geladener Teilchen, deren kinetische Energie gleich eU ist. 


!) Die Differenz zweier kinetischer Energien entspricht der ver! ichteten Arbeit: 
A = El) — EB; im vorliegenden Fall ist wegen v. = 0.auch Eh = 0. 
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Aus der klassischen Formel 


m = eu . : (4.14) 
würde man 
v-lVerv (4.15) 
Mg 


erhalten, die aber nur für v <c Gültigkeit hat, da ja hier Mm == My = const 

gilt. 

Man zeigt leicht, daß diese Formel z. B. bei Elektronen zu sinnlosen Re- 
sultaten führt: Als Zahlenwertgleichung schreibt man (4.15) 


v U 


SERSEHUNFRESER, . 5 re # 
a = 5,982 - 10° / (4.16) 


und würde für U > 10° Volt Geschwindigkeiten für die bewegten elek- 
trischen Ladungsträger erhalten, die größer als die Vakuum-Lichtgeschwin- 
digkeit wären. Das aber widerspricht der physikalischen Erfahrung.t) 
Für ‚Elektronengeschwindigkeiten, die gegenüber der Lichtgeschwindig- 
keit nicht mehr zu vernachlässigen sind, führt nur die allgemeingültige 
relativistische Beziehung zu Resultaten, die mit der Erfahrung überein- 
stimmen: Aus j 


; . 1 v 
eU =m®—- m®=m,c mt (4.17) 
v 
Im 
berechnet man für Elektronen mit » — ße 
+1 \ : 
v=cjh/1—-- Baal (4.18) 
(1 + 1,9577. 108. Ton) 


Zur Berechnung von v dient allgemein die Gleichung 


212 j 
= Yı-(mS). . 19) 


die aus (4.3) folgt. 


t) Siehe Aufgabe 7.5. 
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Man findet für beliebige Teilchenarten: 


Erin " 
Mm 


Einerseits gilt mit (4.3) 


MM 15 


Mm. "p2 
1-7 


und andererseits 


Em + £o E 1. 
„A m 
| yı —e 

und somit auch : 


m N 
ren 


Mg 


hierin ist 2) = Bin BE. 


(4.20). 


(421) 


ai (4.22) 


(3) 


(4.24) 


-In der Tabelle 1 (s. 8. 45) ist die Abhängigkeit der relativen Masse von der 


Geschwindigkeit v/c bzw. von I — v/c angegeben. Diese Angaben gelten 
also für beliebige Teilchenarten. Die Werte sind in Abb. 4.2 in linearen, 


und in Abb. 4.3 in doppelt-logarithmischen Koordinaten graphisch dar- 


gestellt. 


Für Berechnungen im: extrem-rel 


ativistischen.. Bereich . verwendet :man 


Gl. (4.22), indem man nicht ß = vjc, sondern vorteilhaft 6 == 1 — vjc als 


Variable betrachtet: 0 <ö=<1. Damit erhält man aus (4.22) 


Mm 5 1 


| CELL (4.25) 


Diese Gleichung vereinfacht sich, wenn ö gegenüber 2 vernachlässigt wer- 


den kann: 


(4.26) 
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kI_- ME, Ehn_ 
ag % er 
2 
Ps 


"4 (Zeitdilatafion) 


lg 5 Be 
= (Längenkonfraktion) ' 


f 
sun 


klassisch:m,=1. i 
® 022° 04 06 08 ge 


IgA=-3 Ig fü 2-6)6] 
Für 6 <<2 (extrem relativistisch)® 
e gm-2 1g6-51g2 5% 


6=1-£,.0=6=1. En 
. Fürö<<2 (exfrem relativistisch) : 
m ER . ; 


10° Ban 
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und damit auch _ 
v 1 


Mg 


Da E = Exin + E, gilt, ist im extrem-relativistischen Bereich wegen 
Ex > Eu: also 


(27) 


® 1 
1 2 Zu) . (4,28) 
2 
BE, 
. Tabelle 2 
Ex mjm, für Elektronen Ein m/m, für Elektronen 
eV. Ee eV 
1 .1,00000196 108 196,691 798 
101 : 1,000 01957 2.108 392,383 596 
‘ 102 -  1,00019569 5.108  979,458989 
10° 1,001956 92 10° 1957,91798 
10% 1,01956928 2.10° 3914,3835 96 
10° 1,19569180 5.109 9785,58989 
2: 10° 1,391383 60 1010 .19570,1798 
5. 10° 1,97845899 1011. 195 692,798 
10° j 2,956 91798 1012 1956 918,98 
2. 10° ö 4,91383596 "1013 19569 180,8 
5. 10° 10,7845899 1014 195691799 
107 . 20,5691798 1015 195691798 - 10 
2.107 ; 40,1383596 1018 195691798 - 100 
5.107. j 98,38458989 


Für Elektronen ist m/m, = f(Ewin) in Tabelle 2 berechnet und in Abb. 4.4 
in doppelt-logarithmischen Koordinaten dargestellt. Führt man Berech- 
nungen mit den am häufigsten auftretenden Teilchenarten durch, so sind 
folgende Werte nützlich: 


Teilchenart Ruhmasse m, Ruhenergie E, Ruhenergie E, 
kg Ws MeV 
LI nn 
Elektron i 0,91091 - 10791 8,18685 . 107% 0,511.076 
Proton 1,67252 . 10-27 1,50319 . 101° 938,260 
. Deuteron 3,33443 . 1077 3,00568 . 10-10 1876,096 
a-Teilchen 6,66461 - 107° 5,97318 . 102° 3728,346 


Vakuum-Lichtgeschwindigkeit ce = (299792456,2 4 1,1) ms! 
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w? 

! MF (Exjn) für Elektronen 
m Mm 44 Ekin 
Tg = mt Eo 


ee Exi 
extrem relativistisch: A zen 


N las 


x 


ana ee | B 5 
10° le 10° 10 


Ekin 
ev 


Abb. 4.4 


4b. Die Trägheit der Energie . 


Man denke sich ein geschlossenes Gefäß der Masse M. Von einer Stelle A 
der Innenwand des Gefäßes (Abb. 4.5) gehe ein Lichtblitz.aus, der an der 
gegenüberliegenden Wand bei B absorbiert wird.!) 


| un | | Abb. 4.5 


. Das Licht kann einen experimentell nachweisbaren Druck ausüben; es 
besitzt demnach einen Impuls. Während des Eimissionsaktes müßte nun 
das gesamte Gefäß der Masse M einen Rückstoß erhalten und sich infolge- 
dessen mit der Geschwindigkeit v entgegengesetzt zum Impuls p fort- 
bewegen. Die Geschwindigkeit v des Schwerpunktes ist gemäß dem Im- 
pulssatz ; 
» E 
I- Hr (4.29) 


Der Impuls des Lichtes?) wird zu p = E/c bestimmt. - 


1) Dieser Gedankenversuch geht auf Hasznörer (1904) zurück. 

2) Der Strahlungsdruck läßt sich auch aus der Wellentheorie berechnen. Der 
Lichtdruck der Sonne wurde — vor der Quantentheorie — bereits von 
P. Lesepxew 1890 gemessen und von NichoLs und HvLı 1901 mit größerer 
Genauigkeit bestimmt: etwa 1 mp/m? = 9,81. 10° N/m? = 9,81. 1071! bar... 
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Die Bewegung wird durch den Absorptionsakt gestoppt. Bei diesem Vor- 
gang- sind jedoch nur innere Kräfte beteiligt, so daß diese Schwerpunkt- 
. verschiebung im Widerspruch steht mit dem Prinzip von der Erhaltung 
des Schwerpunktes, falls nicht der Lichtblitz selbst, d. h. die in ihm ent- 
haltene Energie E eine träge Masse m besitzt. 
Durch die Bewegung dieser Masse m bleibt der Schwerpunkt des gesamten _ 
Systems (Gefäß + Lichtblitz) i in Ruhe. Man gelangt also zu der Annahme, 
daß Strahlungsenergie eine träge Masse besitzen müsse. (Allgemein ist. 
. heute gesichert: Jede Energieform besitzt träge Masse.) 
Es soll nun die Größe m aus dem Gedankenexperiment bestimmt werden. 
Man setzt einen sehr kurzen Lichtblitz voraus bzw. ein so großes Gefäß, 
daß man annehmen kann, das Gefäß werde in Bewegung gesetzt bzw. wie- 
der abgebremst innerkalb von. Zeiten, die vernachlässigbar klein sind 
gegenüber der zwischen Emission und Absorption liegenden Flugzeit der 
Lichtblitzenergie. 
Innerhalb der Flugzeit i = Ye beträgt die Vene der Gefäßmasse 


er tl 2 j 
“TUT em\ Me)’ 
die Verschiebung der Lichtblitzmasse m beträgt 


n=t0[= ) 
© & 


Der Schwerpunkt beider Massen bleibt in Ruhe, wenn zy M = x, m ist: 


iE uB / 
— . M=icm,. : also es 


d.h, 
E=me. I ee 30) 


Dieses Ergebnis erhält man sehr einfach auch auf andere Weise: Aus dem - 


Schwerpunktsatz (bzw. aus Lichtdruckmessungen) folgt, daß die Strah-- - N 


kungsenergie einen Impuls 9 = E/c besitzt. Der Impuls ist; andererseits 
mit der Masse m verknüpft: p = m c; hieraus erhält man Ele = mc, 
also E= me. 
Die Einsteinsche Beziehung beeleh daß auch eine elektromagnetische 
Energie (wie jede beliebige andere Energie) die Trägheit einer Masse E je? 
besitzt. 

Die zwei grundlegenden Gesetze — Erhaltung der Mass ag Erhaltung 
der Energie — sind nicht mehr unabhängig voneinander; sie sind durch 
die SRT zu einem einzigen verschmolzen. 


2 
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#45. EINSTEINS elementare Herleitung von E= mc? 


Die nachfolgende Herleitung des Masse-Energie- Äquivalenz- Gesetzes hat 
Emsreın 1946 gegeben und in seinem Buch ‚Aus meinen späten J ahren‘ 

. publiziert. Daß sie in ganz anderer Weise als andere Herleitungen zu dem 
Ürgebnis E = m 0? gelangt, zeigt wiederum die großartige Geschlossenheit 
des physikalischen Begriffssystems. 


‚Sie geht im wesentlichen nur vom Gesetz der Erhaltung der Impuises aus, 


wobei sich der Impuls auf eine Strahlung bezieht, die sich mit der Licht- 
geschwindigkeit c ausbreitet: p = He. 


Schließlich wird nur noch die Beziehung für die Aberration des Tan 


vorausgesetzt: sin« = v/e (vgl. 6.5.). 
Es wird ein im System S ruhender Körper der Masse m, betrachtet, der 


Strahlungsenergie absorbieren soll. Die Energie E wird ihm zur Hälfte in 


Richtung der positiven und der negativen x-Achse zugeführt (Abb. 4.6). 


Der Körper bleibt in \ Ruhe, da er von „jede Seite den Impus-; u auf- 


nimmt, wobei sich allerdings auf Grund der Einergiezufuhr die Masse von, 
m, auf m vergrößert. Dieser Prozeß wird nun in bezug auf das bewegte 
System 8’, das sich gegenüber 8 mit der Geschwindigkeit v in der negativen 
Y- "Richtung bewegt, erörtert. Damit kommt man zu der Aussage, daß sich 
die Masse m, in der positiven y-Richtung mit der Geschwindigkeit v be- 


wegt. In bezug auf den Körper erscheinen nunmehr die Strahlungsrich- 


tungen unter einem Winkel « zur x-Achse. 


Für diesen Winkel gilt dem. Aberrationsgesetz zufolge sin« = vje bzw. 
für kleine Winkel « = vJc. 
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Vor der Absorption ist m, die Masse des Körpers mit dem Impuls m, v. 
Von dem Impuls der Strahlung wird nur die y-Komponente 5 ä sin & 


wirksam, für die hier 3 _ — gilt; der aufzunehmende Gesamtimpuls ist ° 
also a B 

ee E 
Vor der Absorption ist der Gesamtimpuls des Systems Mg © ar tv. 


Nach der Absorption hat sich die Masse vergrößert, so daß der Foigale dann 
‘ m v beträgt. Aus dem Impulserhaltungssatz folgt somit 


. 3 
MUirZzr—md, 


d.h, 
E 


M— MT: 
(ij es 


. Damit ist die Äquivalenzbeziehung für Masse und Energie auf einem ein- 
fachen Weg hergeleitet worden, der unabhängig von dem formalen Mecha- 
nismus der SRT ist. Besonders sei darauf hingewiesen, daß die Beziehung 
P= EZjc vor der Quanten- und der Relativitätstheorie bekannt war, da 
sie bereits aus der Maxwellschen Theorie ae Blektromagnetismus gefolgert 
wurde. 


Die Masse-Energie-Äquivalenz sagt aus, daß Energie- und Massenänderung 
untrennbar zusammenhängen: dE = c? dm. 


Setzt man die bei der Integration auftretende Konstante gleich Null als 
nt der Einergieskals, so erhält man (4.30) 


E=me. 


“ Diese berühmte Einsteinsche Formel eröffnete z. B. die Möglichkeit, die 
Energie zu bestimmen, mit der die Bausteine des Atomkerns zusammen- 
halten. Mit der Bestimmung dieser Bindungsenergien konnten wesentliche 
Fortschritte in der Kernphysik erzielt werden. 


Die Interpretation der Masse-Energie-Relation E=m.c? als „Umwandlung 
‚von Masse in Energie“ (und umgekehrt) ist abzulehnen, da keine Masse 
ohne Energie (und umgekehrt) existiert. Die Relation ist demnach allein 
im Sinne einer gegenseitigen Zuordnung von Masse und Energie zu ver- 
stehen. 


Auf Grund der. Wechselwirkung zwischen Feld und Stoff verringert sich 
die Eigenenergie eines Teilehens Z= mc? = km,c? bei Anwesenheit 
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eines elektrischen Feldes!) der Feldstärke |E]: 
Mg c? n Ev 

6m: & 
bzw. 


4.6. Der relativistische Energie-Impuls-Satz 


Der Zusammenhang zwischen dem Impuls » und der kinetischen Energie 
Exin ist in der klassischen Physik (v <c, m » m,) wegen p= mv und 
Exin = m v2/2 durch folgende Beziehung gegeben: 


| 
ee ee oder p= Yam Hm. (4.31) 


Nach der Relativitätstheorie sind die (Gesamt-)Energie F, die Ruheniergie 
E,und der Impulsp = m, vlyl — B? durch die Gleichung R=-EMR+pe&- 
miteinander verknüpft. Diesen Zusammenhang eeDalta man z.B. folgender- 
maßen (vgl. auch Aufgaben 8.): 


m 
Durch Erweitern von m = 2 


nächst yı— p2 
me: ( me \ du mic m; ei 
@) \eyı-® TE TAU ee) 


- und nach beiderseitiger Multiplikation mit (1 — v?/c2) 


mit c? und Quadrieren folgt: ZUu- 


ma ct v2 me mi mai me 
_— —ıimm oder — 
‚a. ei c* cc! et 


Multipliziert man nun beide Seiten der Gleichung mit c* und faßt links im 
zweiten Glied die Faktoren m und v zusammen, so erhält man 


{m 62)? — (m v)? c? = (m, €)? 


Führt man hier die Bezeichnungen E, E, und p = mv ein, so ergibt sich “ 


B=pe+B. | (4.32) 


1) Näheres hierzu s. SCHMUTzER [1.61, 8. 778]. 
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Das ist.die obige Beziehung, die sich graphisch nach dem Satz des Pytha- 


goras als Dreieck darstellen 1äßt (Abb. 4.7). Dieser Abbildung ist zu ent- 
nehmen, daß 


also | 


(4.33) 


Abb. 4.7 


mo? 
Eg=Mge 


Aus 2 e=H ß erhält man für Licht mitß=1{v= er daß 2 c edle Enerer 
des Lichtes ist. Für Licht gilt demnach speziell 


Be oder p=2. er AR das 


Diese Beziehung folgt auch aus der Gleichung M? = nz c? + m; c* für 
mM, — 0 (Licht) (vgl. auch Aufgaben 8). 
Das rechtwinklige Dreieck wird um so spitzer, je rich man sich dem ; 
extrem relativistischen Gebiet (9 — c) nähert. Dieses Dreieck dient u. a. 
dazu, die Geschwindigkeit relativistischer Elektronen (oder anderer Ele- 
“ mentarteilchen) aus Energie- und Impulsmessungen zu ermitteln. 
Zur Vereinfachung der Rechnungen ist es zweckmäßig, die „relative kine- 
. tische Energie“ n einzuführen; das ist der Quotient aus iu =#E — E, 

und Z, also n = Exin/Eo- Für den Quotienten Z/E, erhält man dann 
1 -+n; andererseits ist x - z— 
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Aus 1 +n = il — ß? folgen durch Auflösen nach £ die Beziehungen 
zwischen ß und n bzw. zwischen v und 7 oder pund: 


Im +2n & 
= 4.35). 
ß 1+n (4.35) 
_,„PR+2n 
® De | (4.36) 
P=meyP+2n. (4.37) 


Diese Gleichungen gelten für alle Teilchenarten. Fürn = 1 (also Zyn = E,) 
findet man aus dem graphischen Verlauf von m|Mg = In) die Massen- 
verdopplung m/m, = = 2 (vgl. Aufgaben 4.2. und 4.3.). 

Wenn man im Gebiet ö » 1 ein Teilchen weiter „beschleunigt“, ändert 
sich sein Impuls praktisch nicht mehr durch Geschwindigkeitszunahme, 
sondern nur noch durch Massenzunahme. Im extrem relativistischen 'Ge- 
biet (Ey > Z,) sind alle Arten von Teilchen gleicher Energie Ey. prak-- 
tisch auch massengleich. Dafür sei folgender experimenteller Befund an- 
geführt: Protonen und Elektronen einer Fyn > 10% eV erzeugen in einer 
Nebeikammer Spuren gleicher Tropfendichte; in einem Magnetfeld zeigei 
sie die gleiche. Bahnkrümmung. 


AT. Invarianz und Transformation von Energie und Impuls: 


Bildet man aus » = m{u) u und E = m(u) 0? den Ausdruck = pP? + 

-Hm3 c*,;so erkennt man, daß diese relativistische Energie-Impula- Beziehung 

invariant ist: Sie ist unabhängig von speziellen Koordinaten, in denen 

Impuls und Energie gemessen. werden. . 
Vergleicht man diese Invariante mit s? = x? + 2? = const, so liegt der 

Gedanke nahe, daß sich Impuls und Energie (bzw. Masse) von einem Sy- 

stem S in ein anderes System 8’ in analoger Weise transformieren wie x 

und i (vgl. Lorentz-Transformation (3.13)). Beim Übergang von einem 

System $ in ein zweites 8’, das sich parallel der x-Achse mit der Relativ- 

geschwindigkeit v bewegen soll, hat man in den ns 


"9 —p', also m{u) W — m (uw) uw; 
E — E’, also m{u) ce? — m’(w) c? 


das Additionstheorem 
u=— I 
De 
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anzuwenden. (Die Rechnung ist im einzelnen unter Aufgaben 8. durch- 
geführt.) Es ergibt: sich 


» .Z 
P er u BE 
a oder = (9-52). 
Yı-5 (4.38) 
r | : 
u 
m=m; 
E .: 
E a. @#” ö 
—=—— ode. P=-kR-om). (4.39) 
r ee: 
u; 


Dieses Gleichungssystem 1äßt sich auf eine beliebige Anzahl von Teilchen 
sowie auf Impuls- und Energieunterschiede (Ap, AE). verallgemeinern. 
Aus der Aussage der Impulserhaltung Ap = 0 oder der Energieerhaltung. 
AE = 0 für einen Beobachter im 8-System folgt unmittelbar für einen 
Beobachter im $’-System: 


Ap =0, AE=0. 


Das bedeutet aber: Wenn Impuls- und Energieerhaltung für das System 8 
gelten, dann gilt diese Tatsache auch für das System 8’. Schließlich folgt 
aus der Invarianz offensichtlich: Es ist unmöglich, daß es eine Impulser- 
haltung ohne Energieerhaltung (und umgekehrt) gibt. Energie und Impuls 
bilden gemäß der relativistischen Definition eine geschlossene Einheit. 


48. Transformation der Kraft 


Die Definition der Kraft F beruht auf einer Konvention: 
In der Newtonschen Mechanik sind die folgenden Formen äquivalent: 


dv  d 
F=ma=-m = Sm ev) = . .: (4.40) 
Für relativistische ag gilt aber 
: is 


- so daß hierfür die 4 Formen (4.40) nicht mehr äquivalent sind. 
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Die gebräuchlichste Definition — nicht aber die ausschließlich mögliche 
und in der Literatur verwendete — ist 


FEIN nee: (4.41). 


d 2\ —1/2 
get m —e m et mei) ; 


F=ma +gmola(av) oder Femkatzmvi (ar. 
(4.43) 


Man erkennt, daß die Beschleunigung @ nicht unbedingt die Richtung der 
Kraft F haben muß (und umgekehrt). 

Weiterhin ist zu-bemerken, daß es bei relativistischen Teilchen eine Rolle 
spielt, ob eine Kraft in der Bewegungsrichtung (longitudinal, F,) oder 
senkrecht dazu (transversal, P, oder F,) wirkt. Für diese Komponenten 
folgt aus der Gl. (4.42) 


le... v2 | 1 
Pa mokast zmbramba,| 14) mike, =)’ 


er] 
F,=m,k’a,. wi (4.44) 

Hingegen ergibt sich 
P,=mka, ud R=mka,. (4.48) 


Diese unterschiedliche Trägheit eines relativistischen Teilchens ist ex- 
perimentell bestens gesichert. Die frühere Unterscheidung „‚longitudinale 
Masse“ (m, k°) und „transversale Masse“ (m, k) ist durch die Relativitäts- 
theorie gegenstandslos geworden. Diese „Massen-Begriffe‘“‘ waren Aus- 
druck der Newtonschen Mechanik, indem man an der (speziellen) Form 
F= ma festhielt, anstatt die (richtige) allgemeingültige Gleichung. 


F= S (m ®) zu verwenden. 
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Die Transformationsformel für die Kraft (4.42) ist relativ kompliziert: 
= [m | va F.u 
Be area -5)-] 


Im folgenden sei eine einfsche Herleitung für die Transformationsformeln 
angegeben, die sich auf den speziellen Fall bezieht, daß sich das betreffende 
Teilchen in Ruhe befindet (u = 0). Es werden die :Gleiehungen für 
. . einen Beobachter in $ aufgestellt, der in x-Richtung eine Geschwindig- _ 
' keit v des Teilchens feststellt. In die Beziehungen für F’ = dp’/dr und 
F = dpjdt setzt man die: Ausdrücke für dp’, di’ bzw. für dp und di ein. 
Es gilt (3.17) dt = kdi‘. a2 
Aus der. Beziehung (4.38) findet man 


P = er. + ze) 


(4.46) 


' bzw. durch Differenzieren 3 
ee: SR: N f,vwdE\,,. ee 
mmnlrzem)-nltgg ai den 


Die Ableitung der ‚Energie-Impuls-Beziehung E= ya + 3 liefert 


dE. 28... mu MU dE 
m En = Wu, also = 
dp. YParE BE men . GP, 

und entsprechend # | 


: Wenn die Komponenten der Teilchengeschwindigkeit in beiden Bezugs- & 
systemen verschwinden (u, =0, = 0), so folgt einfach aus (4.47) 
dp, = kdp, und.damit ee Be Se 


0 dpz ee 5 ur . En 

ee 
weiter gilt 

u dp, _ j-ı Ir alab,, F, = kr, Een a (4.50) : 


EN a7, 


2 
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und 


dp, 1 dp) 
dd # di ’ 


lo BRe-khım.. . -: (4.51) 


Damit erhält man — unter speziellen Annahmen — relativ einfache Trans. 


. formationsbeziehungen für die Kraftkomponenten in Richtung der Bela- 


tivgeschwindigkeit v und senkrecht dazu. 


9, Das euklidische Raum-Zeit-Kontinuum 
5.1. Das Linienelement (Minkowski-Welt) 
Im folgenden wird gezeigt, daß die Minkowskische iereineneiggnle 


Interpretation der speziellen Relativitätstheorie eine Verallgemeinerung . _ 
der Lorentz-Transformationen darstellt und zu ihrer geometrischen Deu- " 


tung führt. 
EINSTEIN schreibt: ,,... Bing Aussage ist banaler als die, daß unsere 

gewohnte Welt ein vierdimensionales zeiträumliches Kontinuum ist.“ 
Der Raum ist ein dreidimensionales Kontinuum. Diese Tatsache besagt, . 
daß die Lage eines Punktes (Ortes) durch die Angabe von drei Zahlen 
(Koordinaten), nämlich x, y, z, angegeben werden kann und daß es zu 
jedem Punkt beliebig dicht benachbarte Punkte gibt, die ebenfalls durch 
x-, y- und z-Koordinaten gekennzeichnet werden können. Wegen dieser 


Eigenschaft spricht man vom ‚„Kontinuum“ ‚ wegen der Zahl der Koordi-. : | 


naten von dreidimensional. _ Su 
Analog spricht man. bei vier Koordinaten von: vier Dimensionen; Nach 


Mınkowskt ist die Welt des physikalischen Geschehens (kurz „Welt‘) 
. vierdimensional im raumzeitlichen Sinne. Da sich das (vierdimensionale) - 


Geschehen aus Einzelereignissen zusammensetzt, die beliebig dicht aufein- 
anderfolgen, spricht man vom Kontinuum. Die vierte Koordinate veprä- 
sentiert den Zeitwert £. 

In der klassischen Physik verkörpert die Zeit eine absohite Größe, a h., 
sie ist von der Lage und dem Bewegungszustand des Bezugssystems un- 
abhängig. Das kommt in der Galilei-Transformation. durch i = t’ zum 
Ausdruck. Nach der speziellen Relativitätstheorie ist die Zeit keine abso- 
lute Größe; das wird durch die Lorentz-Transformation dargestellt, in der 
die Zeit mit dem Ort a ist: 
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Gemäß- dieser Gleichung verschwindet nämlich die Zeitdifferenz Art’ 
zweier Ereignisse in bezug auf $’ nicht, auch wenn At in bezug auf $ ver- 
schwindet. 

Eine rein räumliche Distanz zweier Hreignisse i in bezug auf $ ist deranach 
mit einer zeitlichen Differenz dieser Ereignisse in bezug auf S verknüpft. 
Minkowskis wichtige Entdeckung liegt nun in der Erkenntnis, daß ein 
vierdimensionales Raum-Zeit-Kontinuum in maßgebenden formalen Ei-: 
genschaften wie das dreidimensionale Kontinuium des (euklidischen) Rau- 
“mes dargestellt werden kann. Zu diesem Zweck wird an Stelle von t die 
proportionale Größe Y— Let, d.h. ,=ict, eine imaginäre Größe also, 
eingeführt. Sie soll als vierte Koordinate bezeichnet werden. Durch diese 
rein formale Bezeichnung ist eine vierdimensionale geometrische Interpre- 
tation der speziellen Relativitätstheorie möglich, wodurch die Theorie an 
Geschlossenheit und Übersichtlichkeit gewinnt. Diese Form der Darstel- 
lung war insbesondere für die Entwicklung der allgemeinen Relativitäts- 
theorie wichtig. (Dort muß man zwischen euklidischem und nichteukli- 
dischem Kontinuum unterscheiden.) 

Aus der elementaren analytischen Geometrie ist bekannt, daß man den 
gegenseitigen Abstand zweier Punkte (also eine Strecke s) im x, y-Koordi- 
natensystem durch Anwendung des Lehrsatzes des Pythagoras bestimmen 
kann (Abb. 5.1). 


x,(Zeitachse)# x,lZeitachse) : 


A 7 [Raumachse) 
Abb. 5.1 
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In Abb.5.1 End zwei um einen Winkel © gegeneinander verdrehte Koordi- 
natensysteme dargestellt, wobei 2%, &, die Raum- und &,, z, die Zeitachsen 
bedeuten. 

_ Die Punkte P, und P, stellen im Raum-Zeit-Kontinuum (&r, %g, X, %,) 
„Ereignisse“ (Weltpunkte) dar. Die Verbindung 


PP VAR AEF EHE 
wird als ‚„‚Weltlinie“ bezeichnet; in der Darstellung ist 4x, = Az, =0. 


Die Horizontal- sowie die Vertikalabstände der beiden raumzeitlichen Er- 

'eignisse sind in beiden Systemen S(x,, z,) und 8°’(&,, x,) verschieden. Dies 
bedeutet, daß die Ereignisse von zwei mit der Geschwindigkeit v relativ 
zueinander bewegten Beobachtern zu verschiedenen Zeiten und an ver- 
schiedenen Orten beobachtet werden. 


Der raumzeitliche Abstand P,P, = As = YAx? + Aa? wird each in bei- 
den Systemen gleich beurteilt, d. h., er ist für beide Beobachter derselbe 
(invariant): gr 


As = YdaR + Ast = YAR? + An) = inv. 


Diese Beziehung läßt sich einfach mit Hilfe ee Bytnasorsischen Lehr- 
satzes, den man hier auf vier Dimensionen anwendet, folgern, Das Qua- 
drat des Weltlinienelementes ist demnach eine Invariante: 


ds? = da) + da} + day + dal = de? + dm? + da;® +de?=inv. 
(5.1) 


Die vierdimensionale Minkowski-Welt stellt eine ‚Union von Raum und 
Zeit‘“ her. Wegen der im Linienelement ds auftretenden imaginären 
Größe dx, = i c di handelt es sich nicht um eine euklidische, sondern um 
eine pseudoeuklidische Raum-Zeit-Welt; man spricht deshalb auch von 
einer (3 + 1)-dimensionalen Welt. In der ART wird das durch (5.1) dar- 
gestellte Linienelement verallgemeinert, indem es für ein nichteuklidisches 
Raum-Zeit-Kontinuum formuliert wird. 


Die Tatsache-der Lorentz-Kontraktion und der Zeitdilatation kann man 
unmittelbar aus Abb. 5.1 entnehmen: Az} < Az, und Ax; > Ax,: Des 
weiteren folgt aus der Darstellung auch die Relativität der Gleichzeitig- 
keit: Wenn ein Beobachter im Nullpunkt des 8-Systems das Einschlagen. 
zweier von ihm gleichweit entfernter Blitze gleichzeitig wahrnimmt, d.h., 
wenn Az, = 0 ist, so sieht der bewegte (gestrichene) Beobachter die Blitze 
nacheinander einschlagen: 4x, 0. Zuerst wird der Blitz1, dann der Blitz2 
registriert. Schließlich mißt der bewegte Beobachter zwischen den Ein- 
schlägen der Blitze einen kleineren Abstand als der ruhende Beobachter: 
Am < Az.. Ze 
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Zusammenfassend sei Tekndere darauf hingewiesen, daß es in der Relativi- 

tätstheorie durchaus „absolute Größen“ (Invarianten) gibt, so daß man 

‚auch von einer „Invariantentheorie‘ sprechen könnte. Vorstehend wurde 

das Weltlinienelement als Invariante gefunden. Bestimmte Unterschiede 
zwischen der klassischen und der relativistischen Auffassung sind nach- 

folgend gegenübergestellt. 


Klassische Physik Relativistische Physik, 

Raum, Zeit Raum-Zeit (Welt) 

Drehung des-Koor- Lorentz-Transformation 

dinatensystems (s. 5.1.) 

absolute räumlicher Abstand Weltlinienelement 
Größen zweier Punkte (Abstand zweier Weltpunkte) 
relative Horizontal- und Verti- räumlicher und zeitlicher Abstand 
Größen . kalabstand zweier (getrennt!) zweier Punktereignisse 


Punkte von Bezugslinie 
Durch die vier Koordinaten wird ein @eschehen im dreidimensionalen Raum 
gewissermaßen zu einem Sein in der vierdimensionalen „Welt“. Ein durch 
vier Koordinaten gekennzeichneter Punkt (Weltpunkt) ist im Raum-Zeit- 
Kontinuum ein „Ereignis“. Ein Ereignis ist auch der Schnittpunkt zweier 
„Weltlinien‘“, wobei jede Weltlinie eine Aneinanderreihung von Welt- 
punkten darstellt. Die Minkowskische geometrische Interpretation der 
speziellen Relativitätstheorie zeigt, daß der Weltabstand zweier Punkt- 
ereignisse Lorentz-invariant ist. Das bedeutet: Für relativ zueinander 
gleichförmig-geradlinig bewegte Systeme ist der raumzeitliche Abstand 
‘zweier Ereignisse vom Bewegungszustand des Bezugssystems unabhängig; 
Eigenzeit, Ruhlänge und Ruhmasse sind invariante Größen. 

Die spezielle Relativitätstheorie ist vielfach durch die Erfahrung bestätigt; 
es gibt heute keinen Zweifel mehr an ihrer Gültigkeit. Das bedeutet aber 
auch, daß. eine widerspruchsfreie Beschreibung des physikalischen Ge- 
schehens nur möglich i ist, wenn man die Welt als ein raumzeitliches Kon- 
tinuum auffaßt, in dem Raum und Zeit nach bestimmten physikalischen 
Vorschriften gemessen werden. 

Das Verständnis für die Relativität von Raum und Zeit sowie für das 
Raum-Zeit-Kontinuum fällt deshalb oft schwer, weil der Mensch durch 
eine subjektive (auch psychologisch bedingte) Betrachtungsweise dieses 
Raum-Zeit-Kontinuum immer wieder in selbständige Einheiten von Raum 
und Zeit aufspaltet, die aber ihre selbständige Existenz im WBewune nn 
längst verloren haben sollten. - 
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_ Das Wesen des Raum-Zeit-Kontinuums wurde von Miınkowskı!) treffend 


charakterisiert. Hermann Mmkowsxı, der Lehrer A. EINSTEIns, sagte 
auf der 80. Versammlung Deutscher Naturforscher und Ärzte in Köln am 


21. 9.1908: 


„Die Anschauungen über Raum und Zeit, die ich Ihnen entwickeln 
möchte, sind aufexperimentell-physikalischem Boden erwachsen. Darin 
liegt ihre Stärke. Ihre Tendenz ist eine radikale. Von Stund an sollen 
Raum für sich und Zeit für sich völlig zu Schatten herabsinken, und nur 
noch eine Art Union von beiden soll Selbständigkeit bewahren.“ 


52. Verallgemeinerung der Lorentz-Transformation 


stellt man mit 
di = (icedi? = — Ad und da’ = — di? 
in. der Form | j 
de? + da? + da} — 2 di? — dei? + dei? de? — die (5.2) 


Die Invarianzbeziehung für das Quadrat des Weltlinienelements (5.1) 


dar. Diese Beziehung wird auch als Lorentz-Transformation bezeichnet. 
Die beiden Seiten der Gleichung stellen Lichtkugeln mit den Radien et 
bzw. ct’ dar, deren Mittelpunkte im Koordinatenursprung liegen, so daß 
man schreiben kann: - 


++ = c2#2 und a Ha tete et”. (5.3): 


. Das geht aus folgender Überlegung hervor: Im Moment, wenn die Koordi- 


‚naten-Ursprungspunkte der Systeme 8 und 8’ (Relativgeschwindigkeit ») 


 zusammenfallen, soll ein Lichtsignal ausgesandt werden. Beobachter in 


N 


den Nullpunkten von $ und 8’ stellen — wegen der Konstanz von ce — 
fest, daß sich das Licht um beide Ursprungspunkte auf einer Kugelfläche 
ausbreitet, die für S und 8’ die obigen Gleichungen erfüllt. Es muß dem- 
nach möglich sein, die erste Gleichung durch entsprechende Transforma- 
tionsformeln in die zweite zu überführen (bzw. umgekehrt). Das soll nun 
gezeigt werden, wobei die Betrachtungen auf die x-Achse beschränkt 
werden können; der Einfachheit halber entfallen die Indizes. Demnach 


. bleibt zu zeigen, daß =? — c? 1% = #2 — c2 2 gilt, d. h., daß die linke Seite 


in die rechte Seite der Gleichung übergeht. 
Mit den Transformationsformeln (3.13) 


’ 


y x v 
PER En vr c* 
NR NR 


1) Minkowskı, H.: Physik, Z. 10 (1909) 104. 
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erhält man für die linke Seite 


(X + vi] ca „.„wv. 
rue ze "IR ! + —— ’ 


also 


2 ee 


1 (2 4 ” 4 7 4} “ ae vR\ 
ale +2% ve Hr? a? —2vte — Fe) 
ı 
1—- 


1 Ei a 5 v2\] 
BNTERTE)) 


Da 1 — je = 1 — ß? ist, folgt unmittelbar 


ee 
(e* + vet? — Ei — 62 n) 


a Rear? — iR. (5.4). 


Damit ist; gezeigt, daß die Transformationsformeln (3.13) die Gln. (5.3) 
ineinander überführen: ds? ist eine Invariante der Lorentz-Transforma- 
tion.. Die Metrik (Maßbestimmung) der Welt ist durch dieses invariante 
Linienelement gegeben. In der ART wird das Linienelement verallge- 
meinert. Beim Übergang vom ungestrichenen zum gestrichenen System _ 
ist nicht nur die Lichtgeschwindigkeit, sondern auch die kugelförmige 
Ausbreitung der Lichtwellen invariant. Das bedeutet, daß die Lichtkugel 
‚durch die Lorentz-Transformation nicht etwa in ein Lichtellipsoid ver- 
wandelt wird, sondern erhalten bleibt. Allerdings ist die Wellenlänge des 
Lichtes keine Invariante; sie hängt vom Standpunkt des Beobachters ab 
(s. weiter unten „Doppler-Effekt‘). 

Die speziellen Lorentz-Transformationen (3.13) können durch den Kunst- 
. griff von MInkowskı auf einander entsprechende Formen gebracht wer- 

den, die eine Symmetrie aufweisen. - 

Wegen ; Ra 

y=iet md S=ich 
substituiert man 
= Be und F =. 
ie ... ic 

. Damit erhält man 


. . ’ ’ ey r 
x% —1P%E aut 7 18.8. 
„AZEE a aa tibe, 


IR (5.5) 
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bzw. 


% = ——— und u a y=%. “ 


Die allgemeine Transformation, die die Forderung (5.3) des Relativitäts- 
prinzips erfüllt, heißt allgemeine Lorentz-Transformation: 


F 

%, = Gyr + Ag lo + Gyg %g + Ara da 
[2 v 

Gy = Oyy Ey 4 Opg Ug + Ogg Ug + Oyı 2. 
! 

U == Ag %y I Ra a F Og U Ayı u 
’ 

= Gy %ı + Oae X Org Ca 4 ga %a : 


(5.7) 


Die Koeffizienten @;, sind die Kichlungekontiue: des Systems 8 gegen 
die Achsen des Systems S. Sie sind nicht alle reell; die einen Index 4 auf- 
weisenden a,, sind imaginär. Reell sind a,, und die a;, ohne den Index 4. 
Zwischen den 16 Bosiiaeneen bestehen an, 10 Pryhosonaliiaer 
bedingungen E 


- _jp fri$k; .„._ 
Zam-{ı wa £ -1,2,3,4. 


In Kurzdarstellung lautet das obige System 
em bw mau, 5 (5:8) 


wobei das Koeffizientenschema durch eine Matrix dargestellt wird: 


_I%ı Gen Os  Oy . \ ; (5.9) 


- In der speziellen Lorentz-Transformation verschwinden 10 % „-Koeffizien- 
ten, so daß sie lautet 


1 ee ._ AB =: 


=. BEER , +09: - s 
1. i-® ı a1 3 n-R® 2 
Bee ee, (5.10) 
=0:: +0, +13 +0.%, 
Äi s 37 a ! 1 f 
= p +0: +0. + ———,. 


NR 
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Dafür schreibt man kurz x, = a,. x; mit der Koeffizientenmatrix 


yı—p® ‚IB 
- 0 106 0 
I = i 2 5.11 
ik s a 6 (5.11) 


; 1 
yı-ß yı—p 
Außer den Gliedern in der Hauptdiagonale und den Koeffizienten a,, und 
0,, verschwinden in der speziellen Lorentz-Transformation alle übrigen: 
Gy = Ayı == ya — Age — Ülgg = Age == Age = Aug = Ay = gg = 0. 
Die Matrix a,, für x; = a, x, lautet 


‘ > j 
het te 
n-® MR 
0:°1°0 0' 
[7 = . (5.12 
“ 0 oı N) 2 
—iß ns ol 


—— 00 75 —— 

VB NR 
Es sind also hierbei die Vorzeichen der Elemente G,, und a,, gegenüber a;, 
vertauscht (hermitische Matrizen). 


In Matrix-Schreibweise erhält man für die (spezielle) Lorentz- Transforma- 
tion (3.13) 


1 8 ae v/c 
Ei Kup i ze 48 
. 0 1 0 0 5 ö 
"il “|. (5.13) 
= 0 | 0 % 
un — vle 00 1 % 
5.3.: Geometrische Interpretation der Loreniz-Transformation 


Die in Abb. 5.1 dargestellten Koordinatensysteme, die um den Winkel & 
gegeneinander gedreht sind, können gleichberechtigt zur Berechnung des 


Abstandes As = P,P, verwendet werden. 
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Man benutzt dazu die aus der elementaren analytischen Geometrie be- 
kannten Transformationsformeln für die Drehung zweier Koordinaten- 
systeme 


: » 

y=4089 4 2,8ing, 
= —- msing-+2,cC0sp - 

oder (5.14) 
2 =% 089 —ı,8inp, 

’ ® Y ’ 
Y4=nsSinp -+-2,C08Q. 
Aus diesen Gleichungen errechnet man 
2 =? +8 = const, 


Überträgt man diese Überlegung auf die vierdimensionale Kugel (aU- 
gemeine Lorentz-Transformation), 


at eate taten, 
dann erhält man — wenn allein %, und x, betrachtet werden — die obigen 
Gleichungssysteme, in denen 

# 1 b 
cos SR j " 5.15 
(0) BR | (5.15) 

und - h 

ner . Ä (5.16) 

yı — 

zu schreiben sind (vgl. die Beziehungen in 5.2.). 
Der Winkel zwischen den Abszissen & und x’ der beiden Systeme folgt aus 


tenp=iß=i-. 5.17) 


Damit kann man die Lorentz-Transformation geometrisch als die Drehung 
eines Koordinatensystems um einen imaginären Winkel 


p = arc tan (iß) (8.18) 


auffassen (Abb. 5.2). 

Die Drehung eines dreidimensionalen Systems wird in drei Sufehiander: 
folgenden Einzeldrehungen von je einem imaginären Winkel vorgenommen. 
Setzt man für den imaginären Winkel g =iy, so gelten für den reellen 
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Abb. 5.2 


-. Winkel y an Stelle von (5.15), (8.16) und (5.17) die Beziehungen 


cosh % = tanhy=ß. (5.19) 


een ‚ sinhy BER ; 
n-Pe yı—ß 
An Stelle von (5.15) findet man 


x, = x, coshy — a,sinhy, 

x, = - x,sinny-+ a,coshy. en 
Aus der Tatsache, daß die Lorentz-Transformation geometrisch als Dre- 
hung eines Koordinatensystems um den imaginären Winkel aufgefaßt 
werden kann, folgt sofort auch das Additionstheorem für die Geschwindig- 
keiten, da o mit v bzw. v/c im ‚Zusammenhang steht. Man bestimmt die 

‚resultierende Drehung aus zwei Einzeldrehungen 9 = 9, + 9 und erhält 
damit die Zusammensetzung der Geschwindigkeiten .s und », zu v. 
Aus (5.17) folgt unmittelbar 


c tan 4 tan 
= — tan = — tan (@1 + 9%) = ea ntun (5.21) 


- Das ist das an für die TEDBEOSEnE OD. \ 
Substituiert man tan, = — = und tan oy = rn %, so erhält man das 
Additionstheorem für die Geschwindigkeiten — vgl. (3.22) — 

At. 


+ 


v 
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auch 


. tanh y, + tanh %, 
1 + tanh y; tanh y, " 


'tanh (y, + y) = 


Die Verknüpfung von Raum und Zeit, wie sie durch die Lorentz-Trans- 
formation bestimmt wird, soll im folgenden graphisch. veranschaulicht 
und geometrisch interpretiert werden. 


Die x,- und x,-Koordinaten können außer Betracht bleiben, da die Relativ- 
: bewegung der beiden Systeme längs der x-Achsen erfolgt. \ 
Im folgenden wird zur Vereinfachung gesetzt 


n=# und u=et. 


Die Bewegung eines Punktes im (vierdimensionalen) Raum- Zeib- Konti- 


nuum wird durch eine Weltlinie BRBEUB. z.B. in der m Ebene 
(Abb. 5.3). 


et 


Abb. 5.3 


Die Geschwindigkeit v des Punktes ist durch den Winkel p gegeben: 


= ea u = arctan 2 
777 Ya ec“ 


Da für die Geschwindigkeit v < c gilt, muß der Neigungswinkel @ der 
Tangente mit der c i-Achse stets s kleiner ais 45° sein; x = ctist die Welt- 
linie für einen Lichtstrahl. 


& 


Anstelle von 6: 21) gilt mit cos(iy) = SE ang — sin (iy) = sinh Y 


(6.22) 
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Den Übergang zwischen dem rechtwinkligen (x, ct)- und dem schief- 
winkligen =’, c !’-System vermitteln in der Tat die Lorentz-Transforma- 
tionen (3.13) in der Form 


zw—ßet, 4 n4 
„debe, „_rtber, 


MR’ ße 

Der A a iss 
FR at +Pe 

u ee er 


‚Nach Voraussetzung fallen die Koordinaten-Ursprungspunkte zusammen: 
4 =0,et=0und®=0,ct"=0. Der Punkt x’. = 0 bewegt sich mit 
der Geschwindigkeit v. Man erhält aus x = ß c#den Winkelg = arctan ß, 
den diese Gerade mit der Zeitachse bildet. ne 

Sie verläuft durch den Koordinatenursprung und schließt mit ct den 
Winkel 9 = arctan f ein. Für c” —0 erhält man die Raumachse 
ct=ßx. Diese Gerade schließt mit der x-Achse den Winkel = arctan 
ein. 

Auf diese Weise wird ein rechtwinkliges in ein schiefwinkliges Koordina- 
tensystem transformiert. Die neuen Achsen liegen symmetrisch zur Win- 
kelhalbierenden # = ct. 
Nunmehr muß man noch die Einheiten auf den Achsen festlegen. Die 
Maßeinheiten auf den neuen Achsen sind durch die Schnittpunkte mit den 
Hyperbeln 


Ra R=-+1l kw Met -+l (5.24) 


definiert. Die Fundamental-Invariante As? wird also gleich Eins gesetzt, 
so daß gilt A= +1. 
In Abb. 5.4 sind die beiden gleichseitigen Hyperbeln 


2 —- 2 ?=]1 und ef = &=]1 In (5.25) 


eingezeichnet. Die Hyperbeln schneiden die ct- und x-Achse des $-Sy- 
steemsinci=1l,2=-0under=1,ct=0. 
Die Schrittpunkte der Hyperbeln (5.25) mit den gestrichenen Achsen sind 
c=L,x=0undc!’=0,x-=1!. Diese Hyperbeln bestimmen also 
auch auf den gestrichenen Achsen die Maßeinheiten. 

’ Zum Wertepaar x’ = 0, ct’ = 1 gehört im ungestrichenen System gemäß 
der Lorentz-Transformation das Paar j 


np’ "fir 


? 
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ct et’ 1%=ct 


DSG N EZ fi 
N X 
U 
7/ 2 
N . ; 
Y2i : x 
71 


das die zweite Hyperbelgleichung (5.25) befriedigt. Der ersten Hyperbel- 
gleichung (5.25) genügt ein weiteres Paar a 


1 ß 
= ———— et = [ey 
yı—ß yı— pt 
das den Prnktene = 1,c# = 0 zugeordnet ist. 


Zur geometrischen Veranschaulichung der Längenkontraktion: Ein Maß- 
stab der Längeneinheit = 1 ruhe im $-System. Die Weltlinie ist in 
Abb. 5.5 gestrichelt angegeben: Sie verläuft parallel zur c t-Achse. 
Einem: im 8’-System ruhenden Beobachter ist die Länge des Stabes (zur 
Zeit #' = 0) durch den Abschnitt OP’ auf der @’-Achse gegeben. Man ent- 
nimmt unmittelbar, daß der Beobachter. im Ss -System eine verkürzte 
Länge beobachtet: I" < I (OP’ < OP). 
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Betrachtet man gekehrt einen im 8 System ruhenden Stab OP vom 
S.System, so ergibt sich für den $-Beobachter eine Verkürzung: Die Welt- 
linie ist die durch P zur. c !’-Achse gezeichnete Parallele, die die x-Achse i 


in B schneidet. Somit ist nunmehr OB < OP. 


Zur geometrischen Veranschaulichung der Zeitdilatation: Die wechsel- 
seitige Beobachtung der Zeitdilatation läßt sich in analoger Weise wie die 
wechselseitige Feststellung der Längenkontraktion veranschaulichen. Eine 
im System S an der Stelle x = 0 ruhende Uhr markiere ein Zeitintervall 


OA, das gleich der Zeiteinheit in diesem System ist. Dieses Zeitintervall 
ist in Abb. 5.6 dargestellt. 


BA 


Abb. 55 . Abb. 5.6 


Die Uhr des zweiten (gestrichenen) Systems ee die Zeiteinheit bereits i in 

OB. Es ist also OA > OB bzw. t>t. N; 

Hingegen zeigt eine (gestrichene) Uhr im Punkt P (ct! =) gerade die 
Zeiteinheit, während eine mit ihr räumlich (ct =1) zusammenfallende 
Uhr bereits in P’.die Zeiteinheit markiert: OP > OP’, also #/ >t. 

_ Die Aussagen !’ > 5 und 5 >?’ sind nicht paradox. Das ist anschaulich, 
da es keine absolute Gleichzeitigkeit gibt. Die Relativität der Gleichzeitig- 
keit ist durch die zeitliche Differenz CC’ in Abb. 5.6 dargestellt: Für einen: 


Beobachter in 6° sind alle auf der «’- Achse liegenden Ereignisse gleichzei- 
tig. Hingegen finden diese für einen ee in S nacheinander statt. 


Ein Ereignis in 0 tritt für Sumt=— 1.00 später ein:als das Ereignis 
-im Ursprung 0. 
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Raum-, zeit- und lichtartige Größen 


Der vierdimensionale Abstand zweier Ereignisse ist durch das Weltlinien- “ 
, element ds gegeben: . 


+ orrerreer 
Unter der Weltlinie versteht man demnach die Länge 


= fü- -/ an an ; (5.26) 


Da die vierte Konipenenie %, =ich uachaNT ist, Hauch En nicht positiv 
zu sein. : 


Es kann # = P- >5 x größer, kleiner oder gleich Null sein; je nachdem 


spricht man von ante zeit- oder lichtartigen Größen: . 


ds? > 0: raumartig, ds gibt die räumliche Entfernung an. Zwei Punkt- 
ereignisse finden in diesem Fall zur gleichen Zeit statt: de, = 0. 


ae <®: zeitartig. Die Weltpunkte haben keinen Unterschied bezüglich 
“ der Raumkoordinaten. Die Ereignisse finden am selben Ort. mit 
der Zeitdifferenz dx, statt. 
. ds? = 0: lichtartig. Die Bewegung erfolgt mit Lichtgeschwindigkeit: 
Lichtkegel in Abb. 5.4. Durch diesen Lichtkegel sind Vergangen- 
heit, Gegenwart (x = 0) und Zukunft definiert. 


Raum- und Zeitartigkeit von Abständen ds? sind Lorentz-invariant; sie. 
ändern sich also nicht bei Transformationen. Das bedeutet: Der Abstand 
zwischen zwei Ereignissen ist entweder in allen ByBENIER Taumartig öder 
in allen Systemen zeitartig. 

Kausalverknüpfungen können nur‘ zwischen Ereignissen besleien: die zeit- 
artig zueinander liegen; für raumartige Abstände ist dies nicht möglich. 

In der Abb. 5.4 befinden sich alle zum Ursprung zeitartig liegenden Punkte 
im schraffierten Gebiet; außerhalb des schraffierten Gebietes liegen die 
zum Ursprung raumartigen Punkte, die mit 0 in keinem Kausalzusammen- 
hang stehen. 

In Abb. 5.4 kann man. 4 Bereiche unterscheiden, in denen ein Ereignis 
(% Xp, %, 6 £) relativ zu (0, 0, 0, 0) stattfinden kann: 


Vergangenheit: ! +2 +3 <att, t<O 


Zukunft 22H <ett, >06 
Lichtkegl : 2 +2 +2 = ed 
{Nullkegel) 

Gegemwart :a+3 + > 
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f Abschließend. sei noch bemerkt, daß sich aus der Invarianten ds?, die un- 
“abhängig von einem Koordinatensystem ist, ein weiterer invarianter 
Ausdruck gewinnen läßt: ds?/c? = dr?, also 


t ae. 2 ! 
: Be Se 
«= | Yar- anti tem [ayı-$- en) 
ö j 0 


Diese Invariante 7 stellt die Eigenzeit eines Systems dar.. 


6. Relativität in der Optik 


6.1. _ Doppler-Effekt in Akustik und Optik 


Der von Christian DorPL&r 1843 bei der Schallausbreitung untersuchte 
Effekt besagt, daß man bei bewegter Schallquelle und/oder bewegtem 
'Schallempfänger Tonfrequenzänderungen mißt. Als Bezugssystem dient 
in der Akustik das (ruhende) Medium. 

Beim Licht entfällt im Vakuum ein spezielles Medium (,‚Äther‘), so daß 
gemäß der Relativitätstheorie ein beliebiges Inertialsystem gewählt wer- 
den kann, da sich für die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit in jedem System, 
das gegenüber einem anderen gleichförmig bewegt ist, derselbe Wert c er- 
gibt. Somit hängt in der Optik der Doppler-Effekt — im Gegensatz zur 
‘Akustik — nur von der Relativgeschwindigkeit zwischen Quelle und 
Empfänger ab. 


Bei der klassischen Behandlung des Doppler-Effektes, z.B. in nd Akustik, 
unterscheidet man zwei prinzipielle Fälle: 


1. Ein. Empfänger (Beobachter) bewegt sich mit der Geschwindigkeit vg 
auf einen rukenden Sender (Schallguelle) zu (oder weg). 


2. Ein Empfänger (Beobachter) ruht, und es bewegt sich ein Sender, eine 
Quelle, mit der Geschwindigkeit vg aufihn zu (oder von ihm weg). 


In diesen Fällen mißt der Empfänger eine andere Frequenz, als der Sender 
selbst ausstrahlt. Von der Betrachtung des allgemeineren Falles, daß sich 
der Beobachter an der ruhenden Quelle vorbeibewegt (oder umgekehrt), 
wird hier abgesehen. Für den ersten Fall der direkten Bewegungen ergibt 
sich 


yon (1 e® =), (6.1) 
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wobei c; die Schallgeschwindigkeit ist. Für den zweiten Fall erhält man: 


5 2 
a Y% nt...) : (6.2) 
vg 0 c5 
IiF— 
€ 


Dabei gelten die oberen Vorzeichen für Abstandsverminderung. 

Betrachtet man (klassisch) den Fall, daß sich sowohl der Empfänger als 
auch die Schallquelle (Schallgeschwindigkeit c,) aufeinander zu- bzw. von- 
einander wegbewegen, so stellt der Beobachter folgende Schwingungszahl 
fest: 


® 
. „(en | 
Er EEE , (6.3) 
®@ 
IF 
8 


Die oberen Vorzeichen gelten bei Abstandsverminderung. In diesem 


Fall sind v5 und vg positiv. Wenn v, = — vg istv=n,.. 


In der Optik kann man wegen der Lorentz-Transformation die beiden Fälle 
des Doppler-Effektes!) (bewegte Lichtquelle oder bewegter Beobachter) 


nicht unterscheiden. Beide Fälle gehen ineinander über, da es nur auf die‘ 


Relativgeschwindigkeit zwischen Quelle und Beobachter ankommt. 

Die allgemeinste Formulierung des Dopplerschen Prinzips?) für die Aus- 
breitung elektromagnetischer Wellen im Vakuum liefert die (spezielle) 
Relativitätstheorie. Der bewegte Beobachter stellt folgende Frequenz fest: 


v=»y 2 LE Pi (6.4) 


Der Winkel « ist durch die Wellennormale und die (Relativ-)Geschwindig- 
keit v gegeben und wird im System der Lichtquelle gemessen (s. (6.19)). 
Vernachlässigt man die Glieder 2. Ordnung, so erhält man ö 


verli- Los), " (6.5) 


was mit der ersten oben angegebenen Formel übereinstimmt, wenn man. 
für cos & den Wert 7 1 wählt; das bedeutet: Richtung der Wellennormale 


und Bewegungsrichtung sind antiparallel oder parallel. 


1) Er findet Anwendung bei der Bestimmung von Radialgeschwindigkeiten 
astrophysikalischer Objekte mit Linienspektren. In der Radartechnik dient 
er zur Feststellung der Geschwindigkeitskomponenten in Richtung auf den 
Beobachter. 

2) Herleitung in Kap. 6.4. 
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Mit cos« = Fl bzw.cosa’ = Tl erhält man — das obere Vorzeichen gilt 
wieder für Abstandsverminderung, v.ist die Relativgeschwindigkeit — 


ur Be BE (6.6) 


Zerlegt man den Nenner in zwei Faktoren, yi-+ vle yı = en so findet 
man für den ulomenndiasten: Doppier- Effekt 


(6.7) 


im Unterschied zu der hessischen Forniel (6.3), wo die Wurzel nicht, auf- 
‚tritt (vgl. Beispiele 9.10. und 9.11.). 


Die Beziehung (6.7) bzw. (6. 6) ergibt sich sowohl aus (6.4) für cos = Ti 
als auch aus (6.19) für cosa«’ = 711. 


Die relativistische Formel ist symmetrisch im Gegensatz zu derjenigen für 

“ die Schallausbreitung. In. der Akustik bedeutet das schalltragende Medium 
nämlich die Auszeichnung eines Bezugssystems. Für die elektromagneti- 
schen Wellen existiert jedoch kein Trägermedium („Äther“). 


‚6.2. Der transversale Doppler-Effekt 


: Aus der allgemeinen Doppler-Beziehung (6.4) folgt füra =” oder = 0 
der „longitudinale‘“‘ Doppler-Effekt, d. h., v liegt in der Sichtlinie. Für 
v<Zeund damit 1> v2je? wird dann 


Die Frequenzänderung |» — »| wird bei dieser Näherung der Geschwin- _ 
digkeit v proportional: Dies ist der ‚lineare‘ Doppler-Effekt. 
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Für = /2, also cosa — 0, folgt der „transversale‘‘ oder „quadratische“ 
Doppler-Effekt, der aus der klassischen Formel nicht gefolgert werden 
kann und somit ein typisch relativistischer Effekt!) ist: 


Es ist sinnvoll, statt des Winkels « den im Bezugssystem des Beobachters . 
zu messenden Winkel &’ einzuführen. Wegen der Aberration ist gemäß 
(6.19) eine Transformation vorzunehmen und cos in (6.4) zu substi- 
tuieren, womit diese Gleichung übergeht in 


ee, _ | (6.8) 


2 ’I+ßeose' 


Hieraus folgt mit x’ = n/2 der Transversaleffekt 


vi. (6.9) 


Mit der Näherung f?<1 erhält man die zu f? proportionale relative 
Frequenzänderung, man spricht deshalb auch vom quadratischen Doppler- 
Effekt: 


Vi 
v =zP#. 


Die experimentelle Prüfung dieses Effektes ist schwierig, da er an der 
Grenze der Nachweisbarkeit liegt. 


Von H. E. Ives und 6. R. StıLweLL?) sowie von G. Orzına®) wurde aller- 
dings die Genauigkeit bei der Untersuchung des longitudinalen Effektes 
bis zur 2. Ordnung gesteigert: Sie beobachteten das Licht von Kanal- 
strahlen (Abb. 6.1) sowohl parallel als auch antiparallei zu deren Richtung, 
Die klassische Physik liefert für die beobachtete Frequenz 


D) 
= ‚(1 2 eosc), 


wobei & der Winkel zwischen der Richtung der Quellenbewegung und der 
Blickrichtung ist. Die relativistische Beziehung Eu ist durch (6.4) 
gegeben. “ 


-i) Dieser Effekt wurde mit Hilfe einer Mößbauer-Anordnung nachgewiesen: 
Hay, H., J. SCHIFFER, T. CRANSHER, and P. Egzrstarr: Physie. Rev. Let- 
ters 4 (1960) 165. 


2) Ivss, H. E., und R. G. StiL wert: J. opt. Soc. 28 (1938) 215. Ivas, H. Eu 
J. opt. Soc. ’29 (1939) 183, 294. 


?) OTTINg, G.: Physik. Z. 40 (1938) 681. 


% 


\ 
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n. Protonen —- AZOREN ‚u Beobachtungsrichtung 


Anode Kathode .. 
j 30kV 


Wasserstoff-Füllung 10° Torr 


434nm 0 #10nm 


"Abb. 6.1 


Es wird also außer einer von v/c abhängigen Verschiebung noch ein Effekt 
‚erwartet, der auch von v?/c? abhängt und unabhängig von « ist. Für 
vle 1 liefert die Reihenentwicklung von (6.4) 


ie P ® ı Y\% i j 
y =»|1-Zoosa +4) +] . (6.10) 


Der relativistische Effekt, der von (v/c)* abhängt, ist kleiner als der Effekt 
erster Ordnung, der von oje abhängt. Er ist deshalb schwierig festzustel- 
len. 

‚Wenn die Beobachtung an (liehtemittierenden) Konsletrahlen vorgenoim- 
men wird, kann man nach Ivas den linearen Effekt wie folgt eliminieren: 


. Man beobachtet bzw. photographiert das Spektrum in Richtung der 


‚Kanalstrahlen (& = 0) und ein zweites Mal in entgegengesetzter Richtung 
(& = 180° { Es ergibt sich demnach aus (6. 199: 


I BERTE TERN 
ihre en Zion 


also als Mittelwert 


ER: y v2 
mar 
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und als absolute Frequenzverschiebung 


ER 2 - Ih = =; a 
bzw. als relative Frequenzverschiebung 
Ar 1 , > 


Die Versuche fielen den der relativistischen Beziehung aus. 
‘Hiermit ist gewissermaßen noch einmal gezeigt, daß. das Ergebnis des 


Michelson- Versuches einen objektiven Tatbestand darstellt, der nicht 


„gedeutet‘‘ zu werden braucht, sondern der als Beben anerkamt 
_ werden muß: . 
Das Licht breitet sich mit gleicher Geschwindigkeit - — und in allen Rich- 


tungen gleichmäßig — in zueinander geradlinig und gleichförmig bewegten _ 


. Bezugssystemen aus.. 
Der quadratische Doppler-Effekt, der allein in der relativistischen Be- 
ziehung, nicht jedoch in der klassischen auftritt, kann durch Präzisions- 
messungen von Frequenzverschiebungen mit Hilfe des Mößbauer-Effekts 
experimentell bestätigt werden. In der klassischen Gleichung für die Fre- 
quenzänderung tritt nur das lineare. Glied v/c auf; das Glied v2/c? hingegen 

. ist typisch für die relativistische Beziehung. 
R.V.PovxD und G.A. ReBka!) haben den quadratischen Doppler-Effekt 
dadurch nachgewiesen, daß sie Sender und Empfänger auf unterschied- 

. liche Temperaturen brachten und damit die Resonanz aufhoben. Als 
Sender.diente eine y- Quelle und als Empfänger ein Resonanzabsorber. Die 
Wärmebewegung der in den Metallgittern enthaltenen Atome bzw. Atom- 
kerne ist der Temperatur 7 proportional. Andererseits ist die Temperatur 
dem (mittleren) Quadrat der Geschwindigkeit von Partikeln properußna!; 


nT. 


Die Emissionslinie ist bei einem Terhpereturkntärschked zögenäber der 
Absorptionslinie gemäß der Relation für den quadratischen Doppler- . 


Effekt verschoben. Die Größe der Verschiebung A»/v konnte bestimmt 
werden, indem bei gleicher Temperatur von Quelle ne. Absorber der Quelle 
mit mechanischen Mitteln eine geringe Geschwindigkeit erteilt wurde, so 
‘daß sich dieselbe Verschiebung ergab. 


Dieser Versuch von Pounp und BaBkA ist zugleich eine ‚ experimentelle 


Bestätigung des Uhrenparadoxons: Zwei Uhren, die zur gleichen Zeit einen 


bestimmten Raumpunkt mit unterschiedlichen ae en ver- u 


3» Dow», R.V. und G. A. Ruska: Physie, Rev. Letters 4 (1960) 274, 337. 
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fassen, weisen bei einem Zusammentreffen eine Zeitdifferenz auf. Die 
schneller bewegte Uhr zeigt den langsameren Gang. Im vorliegenden 
Experiment sind die beiden Uhren die Mößbauer-Quelle und der Absorber. 


63. Doppler-Effekt und Hubble-Koeffizient 


Der Doppler-Effekt spielt in der Kosmologie (s. weiter unten ART, 
Abschn. 10.6.8.) im Zusammenhang mit der Expansion des 'Weltalls eine 
gewisse Rolle. In den Spektren von Fixsternen oder Sternsystemen stellt 
man die Linien bekannter Elemente fest. Diese Linien sind oft zu längeren 
oder kürzeren Wellen hin verschoben (Rot- bzw. Violettverschiebung). 
Diese Verschiebungen werden (meistens) einwandfrei als Doppler-Effekt 
gedeutet. Aus diesen Verschiebungen der Spektrallinien berechnet man 
die Radialgeschwindigkeiten in bezug auf die Erde: Diese Tatsache deutet 
man -- nach dem heutigen Wissensstand — am einfachsten als Doppler- 
Effekt, der durch eine Expansion eines sphärischen Weltalls zustande 
kommt. 

Die Beobachtungen — hauptsächlich die des Astronomen E. HUBBLE — 
* haben ergeben, daß die Rotverschiebungen AA/A in guter Näherung der 
Entfernung r der extragalaktischen Nebel proportional sind: 


r e 
—-Hn r (6.12) 


Setzt man diese Gleichung in Beziekung!) zum Doppler-Effekt nach (6.1) 
oder (6.5), so gt 


Alı=vie. . a (6.13) 
Hieraus folgt also für die „‚Fluchtgeschwindigkeit“ 8 
v=Hr; .- en . (6.14) 


H » 0,26 - 10-17 s-! ist der Expansions- oder Hubble-Koeffizient?). Die 
Beobachtungen ergeben — gemäß Deutung durch Doppler-Effekt —, daß 
die Fluchtgeschwindigkeit mit zunehmendem r immer größer wird. 

Von Humasox wurden für r = 3,6 - 10° Lichtjahre Geschwindigkeiten 
bis v = 60900 km s-! festgestellt (siehe 9.13). 

Es muß noch bemerkt werden, daß sich diese Expansion nicht nur in bezug 
auf die Erde ergibt. Bei dieser Ausdehnung scheinen alle Himmelskörper 
voneinander wegzustreben, so daß sich r in bezug auf einen beliebigen 
Himmelskörper ebenfalls vergrößern würde. 


1) Relativistische Beziehung s. Abschnitt 9.13. 
: i = 
2) H = 0,26 : 10-77 572 — 0,82. 10-1 a1 = 79 kms 
10° pe 
wird auch H* = 0,86 1072° em! = Hjc angegeben. 


;‚ als Hubble-Größe 


/ 
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6.4. Herleitung der allgemeinen Beziehung 
für den Doppler-Effekt 


Für die Ausbreitung einer (ungedämpften) ebenen Welle gilt die Beziehung 


.E@t)=E, ae = oe (6.15). 


Bei einer elektromagnetischen Welle ist v = c. Ist bei einer ebenen Welle 
die Normale n — das ist die Senkrechte auf den Ebenen gleicher Phase — 
beliebig zu den Koordinatenachsen orientiert, so genügen die Ebenen 
gleicher Phase der Gleichung r n = const. Die ebene Welle wird also wie 
folgt dargestellt: 


2) j FAN ELTErTITEI, 
= E,6 : (6.16) 


Eine solche Welle gehe von einem Fixstern aus, der sich in dem Ruhe- 
system S(®, y,2,t) befinden möge. Diese Welle soll von der bewegten 
Erde aus betrachtet werden [System 8’(x’, y’,2’, )]. Man muß also — 
mit Hilfe der Lorentz-Transformation — von den ungestrichenen Größen 
t, x, y, 2 zu den gestrichenen Größen übergehen.!) 

Zur Abkürzung schreibt man. die letzte Gleichung E = E,e!” und be- 
stimmt die gestrichene Größe 7: 


ee 


v 


S .# + zw nn ; ; 
W—2n» e a un ei y’ 2 
v ® 
]  : yı u 
Ordnet man nach v, x',y',z', so ergibt sich (6.17) 
2a» (1 - 2c0sa) , eos — — 
y ee 


G c 
ve rr 
y op ı-% m or i-5 | 
__ —____- 12T 1, (6,18) 
v e v.. 


1) Sofern hier $ als Argument von cos auftritt, bedeutet ß stets einen Winkel 
gegen die Koordinatenachse und nicht vje. ; 
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Ein Vergleich dieser Gestrichenten Größe mit. der üngestrichenen (6.16) 


zeigt, daß auch E, ei?" wegen derselben Bauart der’ Siackus wieder eine 
ebene Welle darstellt: 


x F R 
v=2nv Ir — —.0080° — I cos P _ — | 
ee 6 6 6 


Es gilt allgemein: ‚Eine ähehe Welle’ bleibt bei Lorentz-Transformation 


eine ebene Welle. Hierbei ändert sich erstens die Schwingungszahl (6.4): 


v 
1—--—-cosx 
: R C 


- was gezeigt werden sollte; zweitens ändert sich aber auch die Richtung der 


Wellennormale, also die Strahlrichtung, für die die nun folgenden Rich- 


tungskosinus gelten: - 


; v) FENG: i i ; y* 
cos — — EA 
€ 
= 0080 ee — CE  — 5; 
1— — cos 1- — cos 


(6.19) 
cosy- 1/1 — — Ze 
„cos y’ = De Te 
j 1— —c105%& 

Erfolgt die Lichtausbreitung in der x- Achse (& = 0 oder x), so ergibt sich 
(6.6) bzw. (6.7). 
Hierin ist v die Relativgeschwindigkeit des Beobachters gegenüber der 
Lichtquelle. 


Vergrößert "sich der Abstand Swischen Beobachter und Lichtquelle mit 


gleichbleibender Geschwindigkeit, so mißt der Beobachter eine Verschie- 


bung der Spektrallinien gegen das rote Ende des Spektrums. ‘Bei gleich- 


förmiger Verringerung des Abstandes wird eine „Violettverschiebung“ 
gemessen. Auf diese Weise kann man mit Hilfe des Doppler-Effektes 
die (radiale) Geschwindigkeit von Fixsternen feststellen. Der optische 


.Doppler- Effekt ist in voller Allgemeinheit i in der SRT enthalten. 


6. 5, Aberretien des Fixsternlichtes 


Unter der Aberration des Fixsternlichtes, entdeckt von .J. Brapıny 1728, . 
versteht man die Änderung der Richtung des Lichtstrahles. Der Aber- 
rationswinkel ist der Winkel zwischen der ursprünglichen und der neuen 
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Richtung des Strahles, den man wie folgt berechnet: 


008 9 = cosa - cosa’ + eos - cos’ + cosy-cosy’, . 


ai & (eos _ *) + (cos? ß ++ cos? y)* yı ee = 5 e 
Be sl zus a 2776,80) 


cosd = 
f v 
1—-—-cosa 
& r BE B A © = 
In der astronomischen Beobachtung hat man es mit der Richtung cos =0 


zu tun, d.h., Lichtstrahl und Bewegungsrichtung bilden den Winkel /2. 
In diesem Fall ist auch cos? ß + cos?y = 1, und es folgt 


Sr Da Pi | 
0= Yı-5- 1—- sind. (6.21) 


Da nun sind= vjc, ergibt sich — in Übereinstimmung mit der Beobach- 
‚tung — der exakte Wert yon tand® = sin d]cos ®, also 


Ö 
— 
tand = & (6.22) 
. 92 i 
Ba yı = 
Der klassische Wert 
(tan O)klass = T . (6.23) 


gibt sich durch Näherung (für v <e). 
Das Verhältnis tan $ ».v/c von Ardbahn: zu Lichtgeschwindigkeit heißt , 
Aberrationskonstante. 

Bei der klassischen. — also nicht strengen — Herleitung der Aberration!) 
verfährt man etwa folgendermaßen: 

Von einem Fixstern A gelange ein Lichtstrahl in ein Fernrohr (Abb. 6.2). . 
Bei ruhendem Fernrohr wird das Bild des Sternes im Punkt B des Rohres 
erscheinen. Bewegt sich das Fernrohr senkrecht zur Beobachtungsrichtung 
mit der Geschwindigkeit v (Erdgeschwindigkeit), so legt es die Strecke BB’ 
zurück, während das Licht die Strecke OB’ durchläuft. Das Bild des Ster- 


nes wird nun in der Richtung B’04' gesehen.. Setzt man OB=1 und 


1) Daß die klassische Betrachtung der Aberration auch zu dem richtigen Er- 
. gebnis führt, liegt darin begründet, daß es sich um einen Effekt 1. Ordnung 
handelt, d. h., der nur von v/c und nicht von (v/c)? abhängt. j 
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Abb. 6.2 


BB' = b, so ergibt sich aus Abb. 6.2 folgende Relation: 


b:l=v:c oder tand= = 

Die Beobachtung dieser Aberration erfolgt nun in der Weise, daß man von 
zwei diametral gegenüberliegenden Stellen der Erdbahn aus jeweils die . 
Winkel mißt, unter denen ein und derselbe Fixstern erscheint. Diese beiden 
Punkte der Erdbahn haben einen zeitlichen Abstand von !/, Jahr, und 
die Erdgeschwindigkeit hat. in ihnen jeweils das entgegengesetzte Vor- 
zeichen. Man. findet, daß der Unterschied in den Winkelabständen ‚ein- 
und desselben Sternes 41 Bogensekunden beträgt. 


Infolge dieser Winkeländerungen beschreiben alle Fixsterne im Laufe des 
Jahres eine Kurve (Kreis, Ellipse oder Gerade) unter dem Öffnungswinkel 
von 41”. Der Winkelabstand schwankt also. im Jahr um + 9. = 20,5”. 

Auf Grund dieser Aberration. beschreiben die Fixsterne in der Nähe des 


- Poles der Ekliptik etwa ein um 90° verschobenes Abbild der Erdbahn. 


In der Nähe der Ekliptik beobachtet man eine lineare Öszillation. Zwischen 


- diesen beiden Extremen (Pol und Ekliptik) beobachtet man Eilipsen, deren 


große Achse parallel zur Ekliptik liegt und einen Wert von 20,5” hat. _ 
(Außer. dieser jährlichen Aberration tritt noch eine tägliche Aberration 
wegen der Rotation der Erde auf; sie ist am Pol Null und. am Äquator 0,3”. 
Schließlich existiert noch eine konstante säkulare Aberration wegen der 
Bewegung des gesamten Sonnensystems.) 


Aus vjc = tan 20,5” = 10"? folgt für die Geschwindigkeit der Erde 


v=30 km s=i1. Nach neueren Messungen ist 9 = 20,511”. 


Der. Unterschied zwischen der klassischen und der relativistischen Theorie 
wird durch folgende Überlegung noch einmal verdeutlicht: 
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Nach der klassischen Theorie sollte man einen anderen Aberrationswinkel 
> V erwarten; wenn man das Beobachtungsfernrohr mit einem (durch- 
sichtigen) Medium, z.B. mit Wasser füllt. Man hätte dann — mit dem 
Brechungsindex 2» — folgende Beziehung: tan 9’ = vu.n/c, was sich aber 
nicht bestätigt. Zur Erklärung der Aberration kann nur die relativistische 
Theorie herangezogen werden. Es handelt sich eben nicht um einen Vor- 
gang im Fernrohr. Die Aberration wird allein durch den Bewegungszu- 
stand des Beobachters relativ zur Lichtquelle verursacht. In der relati- 
vistischen Theorie ist nur die Bewegung zwischen zwei Systemen entschei- 
dend, ein Medium (evtl. mit dem Brechungsindex n + 1) ist für die Aus- 
breitung des Lichtes nicht erforderlich. Wenn man die Rechnung für die 
allgemeine Formulierung des Doppler-Prinzips durchführt, die ja auch die 
Aberrationsformel erbrachte, wobei 6’ <‘ c angesetzt wird, erhält man 
schließlich mit cos« = 0 wieder dasselbe Ergebnis tan d » v/e. 


6.6. Zum Begriff des Äthers 


Die Äthervorstellung geht auf FessweL zurück. Wie beispielsweise die 
Luft als Träger von Schallwellen fungiert, so sollte ein hypothetisches Me- 
‚dium, der (stofflich zu denkende) Äther, als Träger der Lichtquellen dienen. 
Diese Methode des Analogieschlusses versagte aber, da dieser Äther nun 
sonderbare und widerspruchsvolle Eigenschaften besitzen müßte: 


a. Der Äther müßte masselos sein (unwägbar). Im entgegengesetzten 
Fall würde er, der ja den Weltraum ausfüllen müßte, auch Gravita-_ 


tionswirkungen ausüben, die sich in der Bewegung der Planeten und 
Monde bemerkbar machen müßten. Solche Wirkungen wurden niemals 
festgestellt. 

2. Der Äther darf die Bewegungen der Himmelskörper nicht beeinflussen, 
etwa infolge eines Reibungswiderstandes. Es wären sonst Veränderun- 
gen in der Bewegung der kosmischen Objekte die Folge, was aber nicht 
festgestellt werden konnte. 

‚3. Der Äther müßte ein fester Körper sein (Widerspruch zu 1.). Die 

‘  Lichtwellen, die z.B. aus dem Kosmos auf die Erde gelangen, sind 
transversale Wellen, und solche Wellen gibt es nur in festen Stoffen. 


Diese mechanisch-anschauliche Vorstellung von der Existenz eines stoff- 
‚artigen Äthers ist mit dem Prinzip der Konstanz der Lichtgeschwindig- 


keit, das vielfach experimentell hestauigt ist, nicht vereinbar und mußte. 


aufgegeben werden. 


Einsteins Ätherbegriff 


„Nach der allgemeinen Relativitätstheorie ist der Raum mit physikali- 


schen Qualitäten ausgestattet; es existiert also in diesem Sinne ein Äther. 
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Gemäß der allgemeinen Relativitätstheorie ist- ein Räum ohne Äther un- 
denkbar. .. . Dieser Äther darf aber nicht mit der für ponderable Medien 
charakteristischen Eigenschaft ausgestattet werden, aus durch die Zeit 
‚verfolgbaren Teilen zu bestehen; der: "Bewegungsbegriff darf auf ihn nicht, 
‚angewendet werden‘ (Einstein: „Belativität und Äther“). 


Worin besteht der ‚neue. Ätherbegriff “2? .Der ursprüngliche stoffliche 
- Äther ist nicht existent, wohl aber elektromagnetische Erscheinungen 
(Lichtwellen), die sich offenbar im „leeren“ Raum ausbreiten. Da im 
Raum kein Äther (im Sinne von FrEsnEL) enthalten ist, bleibt also. nur 
die „Leere“ des Raumes selbst übrig. Das bedeutet aber, daß er die dem 
Äther zugedachte Rolle selbst spielen muß und zum Träger und Vermitt- 
ler elektromagnetischer Vorgänge (Licht!) wird. Mit anderen Worten: Der 
Raum selbst ist Träger und Vermittler elektromagnetischer Kraftfelder.!) 
Der gemeinhin als leer bezeichnete Raum besitzt eine Reihe bestimmter 
Eigenschaften, die in: den letzten Jahren zum intensiven Forschungs- 
gegenstand geworden sind. Die Physik schreibt dem Raum nicht a priori 
gewisse Eigenschaften zu, sondern erforscht diese erst mit spezifischen 
. Methoden. So besitzt der. Raum z. B. die Dielektrizitätskonstante (des 
' Vakuums) 


& = 8,8542 . 10-12 As V-!m-ı 
und die magnetische Permeabilität 
io = 4: 10-7 Vs A-Im 


Beide: Kigsnacheften sind mit der Vakuum- Lichtgeschwindigkeit durch 
die Webersche Beziehung aut 


[2 


= —— = 2,99793- . 108 ms. 
Ve Ko : 


Der Raum selbst hat physikalische Eigenschaften; auf Grund dieser Tat- . 
sache wird mitunter von „Äther“ gesprochen.. 


In der modernen Physik werden die Begriffe „Äther“ — ohne mechanische . 
"Eigenschaften — und „Raum“ oft in gleicher Bedeutung verwendet. 


In diesem Sinne ist der Ätherbegriff physikalisch berechtigt. Einer an 


schaulichen Vorstellung ist er nicht mehr zugänglich. Man kann die 
physikalischen Zustände des Raumes aber durch Gleichungen beschreiben. 


1) Das Lichtiist ein elektromagnetischer Wellenvorgang. Das, was in der Licht- 
welle „schwingt“, sind elektrische und magnetische Kraftfelder. 


R* k ? x 
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7. Relativität in der Elektrodynamik 
‚14.  Maxwellsche Gleichungen und Lorentz-Transformation 


. Für eine e mathematisch geschlossene Darstellung und insbesondere für die 

Lorentz-invariante Formulierung der Elektrodynamik ist vor allem der 
. Tensorbegriff erforderlich. Gemäß der eingangs genannten Zielstellung 
soll aber. nur auf die einfachsten mathematischen Hilfsmittel zurückge- 
griffen werden. Da das bereits einen weitgehenden Verzicht beispielsweise 

auch hinsichtlich der Vektoranalysis bedeutet, die man im allgemeinen 
auch nicht in den Hochschulbüchern der Experimentalphysik findet, ist die 

Behandlung der Elektrodynamik einer sehr großen Beschränkung unter- 
worfen. Somit erfolgt nur die Darstellung einiger wessntlicher Tatsachen, 

die zum weiteren Studium anregen sollen. 

Der Gebrauch von Hilfsmitteln der höheren Mathematik, z.B. der Vierer- 
tensoren, zeigt, daß sich offenbar zunächst nicht zusammenhängend er- 
scheinende physikalische Begriffe zu neuen Grundbegriffen vereinheit- 
lichen. 

So umfaßt der Feldstärketensor die ne Energiestrom-, Impuls- 
“ und Energiedichte. Impuls und Energie verschmelzen im „Viererimpuls“; 

Strom- und Ladungsdichte in der „Viererstromdichte“. 

Die Maxwellschen Gleichungen sind für die gesamte Elektrodynamik von 
fundamentaler Bedeutung. Die 1. Maxwellsche Gleichung bezieht sich auf 
folgende Tatsache: Ein sich (zeitlich), änderndes elektrisches Feld eines 
Kondensators ist von geschlossenen magnetischen Feldlinien umgeben. 

_ Dieses zeitlich veränderliche elektrische Feld wird als Verschiebungsstrom 
bezeichnet, da es ein Magnetfeld besitzt, das ja ein Hauptkennzeichen des 
elektrischen Stromes ist. Dieser Verschiebungsstrom wird — wie jeder 
Strom — z.B. in Ampere gemessen. Die Stromdichte ist definiert als 
.. Strom/Fläche. Man bezeichnet mit D die Verschiebungsdichte des elektri- 
schen Feldes E. 

Wenn 7, den Verschiebungsstrom bedeutet, der die Fläche. A durchsetzt, . 
dann gilt ,=DA. Mit D=«E ist: 


L=5EA. u . 1) 


. Durch Experimente mit Am vom Leitungsstrom I erzeugten Magnetfeld 
HA, läßt sich folgende Grundgleichung!) feststellen: 


I=/[H,ds. Ä 09) 


1) Diese Gleichung Beh in elementarer (spezieller) Form: |Ai = nIjl, 
2 = Spulenlänge, n = Windungszahl der Spule; oben istn=|1. 
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‚Die I. Maxwellsche Gleichung lautet nun: 
[Ads = EA; . (7.3) 


sie verknüpft die Liniensumme der magnetischen Feldstärke H mit der 
. zeitlichen Änderung der elektrischen Feldstärke E. 
In Differentialform lautet die 1. Maxwellsche Gleichung 


rt H=D-+J, (7.4) 


wobei J = I/A eine Leitungsstromdichte bedeutet, die.auch gleich Null \ 
sein kann. In .J ist auch die Elektronengeschwindigkeit enthalten. 
Diese Verknüpfung zwischen H und D besagt: 


Die Änderungsgeschwindigkeit °D/%t =D der Verschiebungsdichte er- 
zeugt eine „Rotation“ der magnetischen Feldstärke (das ist ein magne- 
tisches Wirbelfeld). Es entsteht also ein magnetisches Feld auf Grund 
einer zeitlichen Änderung der Verschiebungsdichte. 

Die 2. Maxwellsche Gleichung bezieht sich auf folgende Tatsache: Ein sich 
zeitlich änderndes magnetisches Feld ist von BERCBIOSSRREn elektrischen 
“ Feldlinien umgeben (Induktion!)). 

Es ist experimentell leicht zu bestätigen, daß ein sich zeitlich ändern- 


des ‚magnetisches Feld OH/dt = H eine Spannung induziert: Uma = +: 
— fie JH n A, wobei n die Windungszahl der Induktionsspule ist. Besitzt. 
die Spule nur eine Windung, die das Magnetfeld vom Querschnitt A um- 


faßt, so gilt Una = — a IH| A. Dieser Vorgang der Entstehung von ge- 

. schlossenen elektrischen Feldlinien ist von der Anwesenheit dieser In- 
duktionsschleife völlig unabhängig, d. h., er ist auch vorhanden, wenn. 
keine Spule da ist. 
Die Induktionsschleife mißt längs ihres Weges die Summe der elektrischen 
Feldstärke E, also die Spannung 


Um = JE,ds.- | (m): 


1) Die zweite Maxwellsche Gleichung gibt eine vertiefte Auffassung des Induk- 

tionsvorganges. Das Induktionsgesetz lautet: ; 
[Udt=w|HinA=|BlnA, (wH=B). 

Der Spannungsstoß [ U di, derz. B. beim Ein- oder Ausschalten eines Stro- 
mes einer. Spule gemessen wird, ist proportional der magnetischen Feld- 
stärke H, der Windungszahl n und dem Querschnitt A des von der Induk- 
tionsspule umfaßten Bündels magnetischer Feldlinien. Induktionskon- 
stante u, = 1,25602 - 1076 Vs A1m}. Fürn = 1 definiert man den Kraft- 
fluß 8 = w|HI A = |B| A bzw..die Kraftflußdichte d* = ®/A = |B|. 
In vielen Fällen interessiert nun beim Induktionsgesetz nicht der gesamte 
Spannungsstoß [ U di, sondern die während des Vorganges induzierte Span- 
nung Uina- 


N 
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Damit erhält man die 2. Maxwellsche Gleichung [ E,ds= — ıH | A; sie 
‘ verknüpft die Liniensumme der elektrischen Feldstärke E mit der zeit- 
lichen Änderung der magnetischen Feldstärke H. 

In Differentialform lautet die 2. Maxwellsche Gleichung 


rtE=—B. (7.6) 
Diese Verknüpfung zwischen E und B besagt: Die Änderungsgeschwindig- 
keit 0Bjot = B der magnetischen Kraftflußdichte ist entgegengesetzt 
gleich der „Rotation der elektrischen Feldstärke“ (d.h. dem elektrischen 
Wirbelfeld). Es entsteht also ein elektrisches Feld auf Grund einer zeit- 
lichen Änderung der magnetischen Kraftflußdichte. y j 
Aus Experimenten ist bekannt, daß es bei allen Ergebnissen von Induk- 
tionsversuchen nur auf die Relativbewegungen zwischen der Feld- und der: 
Induktionsspule ankommt, d. h., es ist keine Vorzugsrichtung bei irgend- . 
welchen Bewegungen erkennbar. Auch alle übrigen elektrischen Versuche 
verlaufen ohne Unterschiede im ruhenden Laboratorium wie im bewegten. 
Die Meßergebnisse hängen nicht von irgendwelchen Orientierungen der 
Apparate ab. 
Man kann einwenden, daß die Geschwindigkeiten bewegter Systeme zu 
klein gegenüber der Lichtgeschwindigkeit sind, um merkliche Unterschiede 
festzustellen. Als bewegtes System wird schließlich wieder die Erde be- 
trachtet v = 30 kms7!, das ist 0,1%/,, der Lichtgeschwindigkeit. Von 
Fr. T. Trovrton und H. R. NogLE wurde ein.Versuch mit höchster Präzi- 
sion durchgeführt, um die Abhängigkeit der Energie eines elektrischen 
Feldes eines Kondensators von der Orientierung (Erdbahn) festzustellen. 
- Falls sich die elektrische Energie W = q U/2 eines drehbar aufgehängten 
Kondensators ändert, müßte auf Grund der Energieänderung ein Dreh- 
' moment entstehen, was sich im Verdrillen des Aufhängefadens zeigen 
‚sollte ; das sollte mit Spiegel und Lichtzeiger gemessen werden. Eine solche 
Verdrillung des Fadens konnte zu keiner Jahreszeit festgestellt werden, ob- 
.. wohl die Meßgenauigkeit noch die 10. Dezimale erfassen konnte. Nicht nur 
die Energie des Kondensators erwies sich als unabhängig von der Orien- 
tierung des Feldes zur Erdbahn; auch die Kapazität C = g/U zeigt diese 
Unabhängigkeit auf mindestens 9 Dezimalen (G. BÜRGER). 
Schließlich sind auch die Messungen des elektrischen Widerstandes R=U/I 
in einem geradlinigen Leiter von seiner Orientierung zur Erdbahn unab- 
hängig. Aus der Erfahrung folgt demnach: Die Bewegung der Erde hat 
auf elektrische Messungen keinerlei Einfluß; diese Bewegung ist in elek- 
trischen Messungen durch keine Vorzugsrichtung erkennbar. R 
Die Maxwellschen Gleichungen gelten demnack für jede Orientierung der 
Felder zur Erdbahn. Die in den Gleichungen auftretenden Faktoren &, 
und #, hängen nun mit der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit durch folgende 
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wichtige Beziehung zusammen (WEBER): 
ı . 2: 
VEo Ko 
"Demnach darf sich auch bei der Messung von c keine Abhängigkeit von der 


Orientierung der Lichtwege zur Erdbahn ergeben. Das wurde durch den 
Versuch von MIcHELSoN und MoRLEY (s. Abschn. 2.) — also durch opti- 


.c®= 


sche Messungen — ebenfalls bestätigt. a : 
‘ Es gibt also im Gebiet der elektrischen und optischen Erscheinungen keine 
irgendwie ausgezeichnete Vorzugsrichtung. Alle relativ zueinander gerad- 
linig und gleichförmig bewegten Bezugssysteme sind in ihrer Wirkung. 
gleichwertig. a ey a a 
Betrachtet man einen kugelsymmetrischen Vorgang im ruhenden System 
und im bewegten System und wendet auf ihn die Galilei-Transformation 
an, so erscheint der symmetrische Vorgang z.B. der kugelförmigen Aus- 
breitung der Wellen unsymmetrisch, d.h., es ergibt sich eine Vorzugs- . 
- richtung. Da eine solche aber experimentell nicht feststellbar ist, dürfen 
die Galilei-Transformationen nicht angewendet werden. Es kommen nur 
die Lorentz-Transformationen in Frage, deren ursprünglicher Anwendungs- 
bereich die Maxwellschen Gleichungen ja waren. Die Maxwellschen Glei- 
chungen sind lorentzinvariant; sie haben in allen Systemen die gleiche 
Gestalt.') Von der Brauchbarkeit der Lorentz-Transformation überzeugt 
man sich, wenn man in die Maxwellschen Gleichungen an Stelle der un- 
gestrichenen Koordinaten die gestriehenen Koordinaten einführt. Für die 
‚Feldgrößen?) E und H ergeben sich folgende Beziehungen: te 


E; =E,; By=H, B,=E;,; H,=H; 


a a Da | I = gr - oD 
H; Li —vD)| H, = ap ren) ) 


1) Die Untersuchung der Lorentz-Invarianz der elektromagnetischen Grund- 
gleichungen hatte wesentlichen Anteil bei der Aufstellung der SRT.  _ 
2) Bei den Formeln ist folgendes zu beachten: Ein elektrisches Feld E, das sich .. 
mit der Geschwindigkeit ® bewegt, erzeugt senkrecht zu E und.v die ma- 
gnetische Feldstärke j j z 

IE =sjE|je| oder |Bj = [DI el. 
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: Die elektrische Ladung q ist Lorentz-invariant!): 


F = q % 
"Für die Energie W gilt 
u WE, mW 


Sr u ee! 
Der: AR 


' Bei Anwendung der Lorentz-Transformationen verschwindet u. a. auch 
folgende Unsymmetrie bei der klassischen Deutung der Induktionserschei- 
‚nungen: 


In einer ruhenden Induktionsspule erzeugt ein sich. zeitlich ändarmniles 
Magnetfeld in seiner Umgebung ein elektrisches Feld. Dieses Feld übt auf 
die Elektronen in der ruhenden Spüle die Kraft F = gE aus. Bei der In-. 
duktion in bewegten Leitern verhält es sich anders: Bewegen sich Elek- 
. tronen — oder elektrische Leiter — im Magnetfeld, so übt dieses Feld eine 

Kraft (Lorentz-Kraft) F = g[vB] aus. Für den Ursprung dieser Kraft: 
‘ kann kein elektrisches Feld aufgezeigt werden. In beiden Fällen wird das- 
selbe Ergebnis beobachtet, z.B. ein Spannungsstoß, aber die Deutung ist 
verschieden. “ 


Diese Unsymmetrie entfällt nun en Anbetracht der Lorentz-Transforma- 
tionen: Der bewegte Leiter stellt ein gegenüber dem ruhenden System 
(Feldspule) bewegtes Bezugssystem dar. In ihm tritt’ein elektrisches Feld 
auf, das im ruhenden System fehlt: E, == 0.. Denkt man sich die Ge- 
schwindigkeit der Elektronen in Richtung der z-Achse, das magnetische 
Feld in Richtung der y-Achse, dann hat die Lorentz- iz die Richtung der 
“ z-Achse. Das elektrische Feld ist dann 


Dieses Feld wirkt auf die — freien oder im Leiter befindlichen. — Elek- . 


tronen mit der Kraft #=qE. Somit ergibt sich zwanglos dieselbe Deu- 
tung der Induktionsvorgänge in ruhenden undi in bewegten Leitern. 


"Eine im System S ruhende elektrische Ladung erzeugt (relativ zu $) ein 
elektrisches Feld. Ein gegenüber diesem System bewegter Beobachter 8” 
mißt aber.auch magnetische Kräfte, also existiert gegenüber dem beweg- 
ten System ein magnetisches Feld. Das Feld selbst ist eine physikalische 

. Realität, aber seine Beschreibung ist relativ zu-einem ruhenden bzw. be- 
wegten System verschieden. 


ı) Siehe Aufgabe 4.21. 
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1.2: Die Lorentz-Invarianz der Maxwellschen Gleichungen 


* DieMaxwellschen Gleichungen für das Vakuum lauten, wenn keine Quellen!) 
vorhanden sind (g = g/V = 0), in Vektordarstellung 


. E=roH (7.83) 
H=-—roE (7.86) 
- dvE=0 (7.8e) 
dvH=0. (7.8) 


In-der ausführlichen Koordinatendarstellung ergeben ei sich daraus folgende 
acht Gleichungen im ungestrichenen System 


Sn, (1.9) 


"aaa un 


- OE, ;0E, , OE, 

Par ar 7 ‚ 
oH, u oH, _ 
Er re =. | (7.12) 


Auf Grund der De (3.13) 


71) 


x — vi [% 


ı) Im Falle fehlender Quelien verschwindet die „Divergenz“ (Ergiebigkeit). 
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köhrens nun die Maxwellschen Gleichungen auf das bewegte System um- 


gerechnet werden: 

Man bildet zunächst für die linke Seite von (7. 9) 
OE, OE,0« _OE, ey Ei: SE 
er Br ar ar ra ea 
Aus (3.13) bildet man 2a’/dt, Oy’/öt, dz’Jöt und or jo. 

Substitution führt (7.13) über in 

oE, 1..0oE, 


ot a i DE Pa ya or 2 
ya Yı-& 


1a) 


d. h., die linke Seite von (7.9) wird 
GE, 1 -foE, OE, 
a at 
I: 
Für die rechte Seite von (7.9) findet man in gleicher Weise 
ar a and. OH, (7.15) 
e RZ 02’ 


ya 
Mit (7. 14) und (7.15) erhält man somit für die 1. „Maxwellsche us 


nenten-)Gleichung 
OBz (7.16) 


Mit Hilfe von (7.11) wird noch das Glied 0E,/0x’ ersetzt 


OB, OE, 0x  OE,öt 
dm a de! ar dw’ 


hierin ist (mit (3.13)) 
® 
0x 1 04 c® 
= und  — i 
0% Br) 0% ) 
c © 


114 Spezielle Relativitätstheorie 


so daß schließlich 


Fr Fr Zu wor 
BE 
gilt. Hierzu ist noch 
DE, _ Ey nd OB: _ IE: 
ya 02 0 


1 oE, v ı 0, .2E 
= oe a] 0% D) 02’ 
Yı =. Y Le g 
c . [6 


ı od. vw 1 od 5E 08, 


_® PER Fra er 7 er 720 
ur ee 


Substituiert man diesen Wert'in (7 .16), so findet man die neuen, gestriche- 
nen Koordinaten für (7.9). 


bzw. 


oE,: 98 3 0) 1 


ie ra ee 
En Ya s 
ae am, af. ı 
PIZ Ta are) ae Ei m en (7.17) 
1-5 Be 
nm ae 5 om. 
HI et) | HE) 


dr x’ 2 Tu 
ı-# ä Yı-5 e 
c © ; 
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Für die Gl. (7.10) erhält man 


5-2 er) - 2 m,-.n) 
Ü 


3 1 OH, 9 1 RER 
er] 7 (HytvE,) Ber re) (7.18) 
yı - /1-z 
E 6 C . j 
or ı , ö ı OE, 
5 ee) ar re) Fe yı 
c 6 ö 


An Stelle von (7.11) findet man 


on, 2 I, 4 ° 1 less; 
Ge Tay Ira) +77 a TUR) =0; (7.19) 
yı = yı -- 
[4 [9 
und für Gl. (7.12) folgt 
om, 2 f P) 1 I. 
+ (H,-+vE,)|-+ (H,-vE,)|=0. (7.20) 


0 Toy 92 02 Pr) 

Yı Fa yı = 
Die Gln. (7.17), (7.18), (7.19) und (7.20) im gestrichenen System ent- 
sprechen genau den Maxwellschen Gleichungen (7.9), (7.10), (7.11) und 


(7.12) im ungestrichenen System. Das erkennt man besonders deutlich, 
wenn man folgende Abkürzungen einführt: 


E;=E, H;=H, 
m, vH u, ıt+trB 
8 a u) 
1-— 1-— 
a ) a A721) | 
m -»+’H [7 ARE E27 
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Die in (7.21) dargestellten sechs Komponenten der elektrischen und 
magnetischen Feldstärke gelten für das bewegte System. Mit diesen Be- 
. ziehungen haben die Komponentendarstellungen (7.17), (7.18), (7.19) und 
(7.20) dieselbe Form der Maxwellschen Gleichung wie in (7.9),;: (7.10), 
(7.11) und (7.12). ; 
Daraus ist die Invarianz der Maxwellschen Gleichungen gegenüber einer 
Lorentz-Transformation. ersichtlich. 
In der Kurzdarstellung der Vektorform (Gl. (7.83) bis (7.8d)) lautet die 
Invarianz der Maxwellschen Gleichungen gegenüber einer Lorentz-Trans- 
formation } 


E=rotH' 
 H=-rtE; dvE=0, dvM=0. 
In der erweiterten Lorentzschen Form der Elektronentheorie lauten die 
Gleichungen. z 

E+4nou=rotH 
H. = —roE 

. dvE =4no 
div. H =0. 


Führt man die Untersuchung auf Invarianz gegenüber der Lorentz-Trans- 
formation in analoger Weise wie oben durch, so findet man 


E+4nf'wW=rıtH. 
H' = —rtE 
divE’ =4ng 
divH’ =0. 
Unter Berücksichtigung des Additionstheorems der .Geschwindigkeiten 


(3.24) erhält man für die Transformation der elektrischen Ladungs- 
dichte o = q/V/ : 


(7.22) 


(7.23) 


(7.24) 


v2 vo. 
R ı-& 1 z%s } 
u Er se Eh (7.25) . 
1 + Ua yYı = ; i 
j und daraus mit u, = 0 
en? mei | (7.26) 
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Aus den Gln. (7.21) ist ersichtlich, daß einer elektrischen bzw. magneti- 
schen Feldstärke an und für sich keine selbständige Existenz zukommt; 
es kann nämlich von der Wahl des Koordinatensystems abhängen, ob eine 
elektrische oder magnetische Feldstärke vorhanden ist. Die Charakteri- 
sierung eines Feldes als elektrisch oder magnetisch hängt von der Relativ-- 
bewegung zwischen elektrischer Ladung und Beobachter ab. Eine Aus- 
sage, wonach ein gegebenes Feld eine elektrische oder magnetische Feld- 
stärke habe, kann keine Absolutaussage sein, sie ist relativiert. Die Tat- 
sache, daß elektrisches und magnetisches Feld vereinheitlicht darstellbar 
sind, beschreibt man mit dem mathematischen Kalkül eines Tensors, 
"worauf im vorliegenden Rahmen verzichtet wird. 


73. Der Magnetismus als relativistischer Effekt 
elektrischer Vorgänge 


Im folgenden wird gezeigt, daß es keinen selbständigen (‚‚wahren‘‘) Magne- 
tismus gibt.!) Die magnetischen Erscheinungen existieren nicht losgelöst 
von elektrischen Vorgängen. Das Zustandekommen des Magnetismus ist 
nur im Zusammenhang mit der Bewegung elektrischer Ladungen (also 
einer relativen Bewegung zum Beobachter) zu sehen und zu deuten. Auf 
Grund der bei Bewegungsvorgängen elektrischer Ladungen vorzunehmen. 
den relativistischen Transformation ergibt sich eine zur Coulomb-Kraft Fo. 
zusätzlich auftretende Kraft AF, die — wie sich bei näherer Untersuchung 
zeigt — durch das Gesetz von Bior und Savarı?) erfaßt ist. 

Es werden zwei in bezug auf einen Beobachter zueinander bewegte elek- 
trische Ladungen q, = n,e und ,—=n,e betrachtet und die Kräfte be-. 
rechnet. Im Augenblick der Messung sei die Verbindungslinie zwischen 
den Ladungen senkrecht zu den (parallelen) Geschwindigkeiten der Ladun- 
gen v, und v,. Nach dem Coulombschen Gesetz ist die Kraft zwischen den 
Ladungen gegeben durch i 


ne I GR ’ 0.27) 


A) KRrANZER, W.: Wiss. Nodhrichlen (Wien) Nr. 16 (1967) 36— 38; 
Lüscaze, E.: Experimentalphysik II. Mannheim 1966, 8.74—81. _ 
?) Nach W. H. Westeuar: Physik. 4. Aufl. Berlin 1937, 8. 341, handelt es sich 


bei dH = “a sin (i, r) um das Gesetz .von LAaPLAcz, das fälschlich als 


Biet-Savartsches Gesetz bezeichnet wurde. Eine spezielle Form (für den 
Kreisstrom) sei das Biot-Savartsche Gesetz: 
H= 2% 
r 
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91° en 
in 
1 27 = Abb. 1 
Inf 
Ei 


Im Bereich der Ladung q, sei das elektrostatische Feld als homogen zu be- 
trachten, d. h., daß in unmittelbarer Nähe dieser Quelle die Feldlinien 
ein gedachtes "Flächenelement I, I, gleichmäßig durchsetzen a Ti). 

Die elektrische Feldstärke ist denn am Ort von @ 


EI = 4, (7.28) 


Andererseits ist die Feldstärke auch definiert durch die Kraftliniendichte, 
d.h. durch die Zahl N der Kraftlinien, die die Flächeneinheit senkrecht 
durchsetzen: 2 


| IB = 7: I“ 0.29) 
Für (7.27) erhält man mit (7.28) und (7.29) 
weit (7.30) 
LE 


Einem mit 9 mibbewegten Beobachter erscheint die Länge I, verkürzt 


im Vergleich zu einem bei g, ruhenden Beobachter. Während die Länge I, 
"sich für den bewegten Beobachter auf I} verkürzt, bleibt die Strecke L, 
senkrecht zu seiner Bewegungsrichtung unverändert. Die betrachtete 
Zahl der Kraftlinien ist für jeden Beobachter stets dieselbe. Allerdings er- 

- höht sich wegen h = yi — ß? die Kraftliniendichte und damit auch die 
elektrische Feldstärke. sowie die Coulomb-Kraft 
iz N ad (7.31) 


A 
HA yı-% 
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Für den enden Beobachter eiele die Relativgeschwindigkeit v der bei- 


den Ladungsgeschwindigkeiten v, und v, eine Rolle. Demzufolge ist v aus 
v, und v, gemäß dem Additionstheorem der Geschwindigkeiten — vgl. 
(8. a — zu berechnen 


U — % 
u LE 
"9, Vg 
a 


.v— 
= 


Diese ‚Geschwindigkeit v substituiert man in (7.31): 


2-66} 


und findet nach Umformung 
”_ (d- We) 
Der nr ah T. 
; en (2777) 


Für (7.31) erhält man damit 


, 91 a BL: 235: 
= = 5 7. 
An Egr? a\, v2 en 

I-ajl7a 


Dieser allgemeingültige Ausdruck vereinfacht sich, wenn man die Elek- 
.tronenbewegung in metallischen Leitern betrachtet. 

Infolge der Wechselwirkung mit den positiven Gitterionen durchfellen die 
Elektronen die Wegstrecken nicht frei, so daß sie sich insgesamt nur lang- 
sam voranbewegen (v <c). 

Unter dieser Bedingung führt man als Näherung für die Wurzelausdrücke 
ein: 


und erhält damit für (7.33) 


, 91a ı v 1 ” .% >) 
= ——— 1- |). 
N Aregr? (1 2 Aller el. 
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Nach dem Ausmultiplizieren und Vernachlässigen aller Glieder, in denen 
v, und ®,. von höherer als zweiter Ordnung vorkommen, findet man 
schließlich 


1 2 (7.34) 


Das bedeutet, daß man gegenüber der reinen Coulomb-Kraft er folgenden 
‚ zusätzlichen. Betrag erhält: 


 _ 4% ı- %)? 
ER Ra ge (7.35) 
Dieser zusätzliche Betrag setzt sich aus vier Einzelanteiler zusammen. 
Die Elektronen (— 9, — 9,) mögen sich durch je einen Leiter bewegen, in 
dem die (ruhenden) positiven Ladungen + 9» + 9 als Gitterionen vor- 
handen sind. Demzufolge sind vier Zusatzkräfte AF® mit i=1,2,3,4 | 
zu betrachten und zu summieren.!) 


Wechsel- Ladungen Zusätzkraft _ 
wirkung 
I. -qund-,  Aff= + ae 08, 


Aner?-20? 


En AF®— _- _. Iı% u 
2 er qund+g u AF® = Irarı za 9 0%, 


BL  G% _ _ 
3 +qund—-g AF® = Pre ern v2)? , 


4 d+n Ar = + _— ER (0-02. 
+Fqund+g de) + Iran. 0) 


Bildet man die Summe, so ergibt sich die Gesamtzusatzkraft 


Am = 2 AFD = Er 30% KK 2 v1 %a +% _ v Fr 2); 
ES Je %ıda | 
er u ec 


1) MxsseL, H. (Herausgeber): Senior Science for High School Students, Part 1: 
Physics. Sydney (Australien) 1966, Kap. 14,8.9—15. 
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Diese gesamte Zusatzkraft ist im vorliegenden Fall negativ, d. h., es han- 
delt sich um eine Anziehungskraft, da die Geschwindigkeiten v, und %, 
parallel ‚gerichtet sind. .Es- sei besonders darauf hingewiesen, daß AFY 
verschwindet, wenn ®, = v,. Das bedeutet, daß freie Elektronen keine 
magnetische Wechselwirkung zeigen und sich demzufolge ein Elektronen- 
strahl auch nicht „auffächert“. 

Aus der errechneten Gesamtzusatzkraft 14ßt sich nun das Biot-Savartsche 
Gesetz folgern, das die magnetische Kraftwirkung von peeaieleitern be- 
schreibt. 

In einem Leiterstück der Länge I seien qg = » e Ladungen enthalten, die 
das Leiterstück in der Zeit t durchlaufen; dann gilt für den Strom I = gft; 
mit v = I/t folgt die Äquivalenz.von Stromelement und bewegter Ladung:. 


Il=g»v. ur ag j (7.37) 
Substituiert man diese Beziehung für g, und q,, so erhält man als gesamte 
Zusatzkraft , 

Tl) (Ua) 
ER KHl)leb j ; 
AFY Ama ; | 01.38) 


Mißt man die Kraftwirkung nicht unter 90° zur Richtung des fließenden 
Stromes, so ergibt sich ein kleinerer Wert, der vom Sinus des Winkels 
zwischen dem Stromelement und der Abstandsrichtung abhängt: 


(A I) (dal) sin 
ine, ct r? 


Are = 


(7.39) 


Mit Hilfe der Beziehungen B = F/I lt) und (für den materiefreien Raum) 
B=wHfolgmitI,,=Lh,=[Il 


Il sina 


nn - (7.40 
B Ange 0) 
. und schließlich, da u, .& = 1/c?, die Beziehung von Bıor und Savarr für . 
die magnetische Feldstärke 8 
Ilsin« E we 
a, Dan, 7.41 
4 4n r? ( ) 


Damit ist gezeigt, daß sich auch auf dem Gebiet der elektrisch-magneti- 
schen Erscheinungen Effekte ergeben, die allein vom Standpunkt oder 
Bewegungszustand des Beobachters abhängig sind. 

1) Allgemein: F = Il B sin (I, B). re ‘ 


r 
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Allgemein muß festgestellt werden, daß Einzelfelder (Z, H) keine selb- 
ständige Bedeutung haben. Beide Komponenten (EZ, 7) hängen vom Be- 
zugssystem ab. Wenn also in einem System $ allein ein magnetisches Feld 
gemessen wird, so mißt man im System 8’ auch ein elektrisches und um- 
gekehrt, Bewegt sich beispielsweise ein Draht:in einem Magnetfeld, so 
mißt ein mitbewegter Beobachter auch ein elektrisches Feld, das einen 
Stromfluß im elektrischen Leiter verursacht oder auf einem Isolator Ober- 
flächenladungen influenziert. _ 

Elektronengeschwindigkeiten von Bruchteilen eines Millimeters je. Se- 
kunde in Metalldrähten erzeugen bereits starke Magnetfelder, die sich als 
relativistischer Effekt elektrischer Vorgänge erweisen. Es ist demzufolge 
nicht allgemein richtig, davon zu sprechen, daß relativistische Effekte 
erst bei Geschwindigkeiten auftreten, die man gegenüber c nicht mehr als 
klein bezeichnen kann. 


8. Relativität in der Thermodynamik und Statistik 


Das spezielle Relativitätsprinzip gilt ausnahmslos für alle physikalischen 
Erscheinungen und Gesetze in zueinander gleichförmig bewegten Bezugs- 
systemen. Esist deshalb zu erwarten, daß auch für das Gebiet der Thermo- 
dynamik und Statistik bestimmte Umrechnungsbeziehungen und .In- 
varianten aufgefunden werden. 

Die Teilchenzahl N sowie die Entropie $ und die ee AS 
sind Lorentz-Invarianten. Es ist offensichtlich, daß eine Anzahl von 
Teilchen und die Zahl der Mikrozustände nicht von der Bewegung ab- 
hängen können. Die Entropie $ = kin W ist proportional dem Logarith- 
mus der thermodynamischen Wahrscheinlichkeit: W, die stets durch eine 
ganze Zahl gegeben ist. 

In der. älteren Literatur wird sowohl für die Wärmemenge Q als 
auch für die Temperatur eine Transformationsbeziehung angegeben): 
% = Qyı - Bund 7=Ty1l— ß. Die Beziehung für T’ folgt z.B. aus 
der idealen Gasgleichung# V=nET; hierin ist 9 = inv., was aus den 
Transformationen für Kraft F und Fläche A folgt: p = JA. Geht man 


von der thermischen Zustandsgleichung 2 — zn RT aus) so trans- 


formiert sich T- wie E, nämlich T’ = a 

n=R® 

3) Zur Herleitung siehe z.B. Pararrıror, A. [1l, 51), Pavın, L.W.ft. s2] oder 
TOLMAN, R.C. [1.76]. 

2) Ort, H:: Z. Physik 175 (1963) 70. 
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Nach. neueren Untersuchungen!) ist die Temperatur jedoch eine Lorentz- 
Invariante. Wenn man die Thermodynamik auf den sogenannten Poten- 
tialen begründet, ist es sinnvoll, von einem relativistisch invarianten 
Potential auszugehen; das ist die Enthalpie H. Die Temperatur ist dann 
durch T = au definiert; damit gilt 7 = inv. 
08], 

Zur Rolle, die die relativistische Thermodynamik im Universum spielt, 
siehe TREDER, H.-J.: Relativität und Kosmos. Berlin 1968. 


9. Beispiele und Anwendungen 


9:1: Zeitdilatation beim Myonenzerfall 
9.1.1.  Miyonen in der Höhenstrahlung 


Im bewegten System 8’ sei A =, — ti, die Eigenzeit eines Vorganges, 
z.B. Lebensdauer bzw. Halbwertszeit von #-Mesonen?). Ein ruhender 
Beobachter. mißt gemäß den nn (3.17) ein 
größeres At: 


BD = ige , 
Are Aral 
N-®R yı-R® Y-R 
Myonen einer Energie von E = 5 GeV = 5: 10% eV besitzen Geschwin- - 
digkeiten, die nur wenig kleiner sind als die Vakuum-Lichtgeschwindig- 
‚keit. 


Mit Gi. (4.28) findet man 1 —- vie = (Bol Bxin)?/2 und mit Exin = 5 GeV 
sowie Z, = 207. m, 6? u 207 - 0,511 MeV » 10% eV 


® I _ 


di=bh—h= 


Diese geringe Abweichung von der Lichtgeschwindigkeit entspricht einem 
Faktor der Zeitdehnung von (1 — P?)-U? » 50; vgl. Tab. 1, 8.45. Die 
Ruhmasse der Myonen ist etwa 207mal so groß wie die der Elektronen. 


1) SCHMUTZER, E. [1.61]; Lanpssere, P.T., und K. A. Jomss: Nuovo Cimento 
52B (1967) 28; Vaw Kauren, H.G.: Physie. Rev. 173(1969) 295; BaALescev, 
R.: J. physie. Soc. Japan 26 (1969) Suppl. 313; CaLzev, H., und G; Horwirz: 
Amer. J. Physies 89 (1971) 938. 

.2) Besser Myonen, da diese Teilchen zur Familie der Leptonen und nieht zu den 
Mesonen gehören — im Unterschied zu den x-Mesonen. 
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Innerhalb einer mittleren Lebensdauer!) von r„, = 2,2 us würden — ohne 
Berücksichtigung der Zeitdilatation — die Myonen einen (mittleren) Weg 
von sw cr. = 3- 101% ams7!. 2,2. 10-°8, sw 6 - 10° cm = 600 m’ zu- 
rücklegen. Die Myonen entstehen durch Höhenstrahlprozesse in der. Erd- 
atmosphäre, und zwar in.einer Höhe bei etwa 20 km. Bei dem errechneten 
Weg von 600m würden sie aber — entgegen der experimentellen Er- 
fahrung -— nicht mehr auf der Erdoberfläche beobachtet werden können. 
Die Schwierigkeit ist sofort behoben, wenn man statt der Eigenzeit At’ 
des bewegten Systems die Zeit At des ruhenden Beobachters zur Berech- 
nung des zurückgelegten Weges s verwendet: 

ER D v At v4 e At. : Las 

ae "= oe "22. 10° 10 


Nach neueren Messungen beträgt der mittlere Weg der Myonen tatsäch- 
- lich 38 km, was eine eindrucksvolle Bestätigung der relativistischen Zeit- 
dilatation bedeutet. 


Ohne Berücksichtigung der Zeitdilstation müßte die Intensität der Myo- 


nen in ca. 20 km Höhe 10°mal so groß sein wie auf der Erdoberfläche. Tat- 
sächlich aber unterscheiden sich die Intensitäten nur um den Faktor fünf. 


9.1.2. - Mesonenzerfall im Labor 


Im Laboratorium bestimmt man. die mittlere Lebensdauer r der Mesonen?) 
' entweder an ruhenden (r) oder an bewegten (r,) Mesonen. Der sich er- 
- gebende Unterschied 7, — 7 zwischen den Lebensdauern stimmt mit dem 
:aus der relativistischen Beziehung für die Zeitdilatation 


folgenden Ergebnis überein. Die Mesonen zerfallen während ihres Fluges 
mit der charakteristischen mittleren Lebensdauer in andere Elementar- 


!) Die Lebensdauer wird z. B. mit Photoemulsionen bestimmt. 
2) An Stelle der mittleren Lebensdauer r kann man auch die Halbwertszeit 7 


verwenden: Für das Zerfallsgesetz, en N=N,:e#t, Daraus folgt. für 
die Halbwertszeit T (Bedingung N=-- m) T- >. Für ı folgt aus 


N= Ey, die Beziehung r = 3 . Damit ist dann T = 0,6931 bzw. r= 1,44 T. 
e ’ ; 
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' teilchen. Bei bekannter Energie (Geschwindigkeit) läßt sich die Zahl N der 


- Mesonen berechnen, die nach einer Laufzeit t im Labor noch vorhanden 


sind, wenn der Weg x zurückgelegt wird. Aus dem Zerfallsgesetz 
it 
N) =N,e Fe 
folgt mit v = a 
Z E 


Na) = Ne ’=' 


Die EN v wird. z.B. mit Szintillationszählern aus Weg-Zeit- 
Messungen oder aus dem Impuls 9=g BR gemäß (A.35) bestimmt. 
Aus dieser Beziehung wird 7, bestimmt, wenn die Meßstrecke x vorgegeben 
und die Geschwindigkeit v (Energie) der Mesonen bekannt ist. Man mißt 
zu Beginn der Meßstrecke die Zahl der hindurchtretenden Teilchen N, und 
am Ende der Strecke die noch nicht zerfallenen Teilchen N(r). 
Man findet für +-Mesonen!) der Geschwindigkeit v = 0,75 c ein Verhält- 
nis der Teilchen N(x)/N, = 1j/e, wenn der (mittlere) Zerfallsweg 8,5 m 
beträgt. Aus 8,5m = 0,75c.T, folgt dann 1, = 3,8 10"®s. 
Diese an bewegten n+-Mesonen bestimmte mittlere Lebensdauer ist etwa 
1,64mal so groß wie die an ruhenden z*-Mesonen ermittelte Zeitr. Wenn 
man mit der Zeit r rechnete, würde sich ein kürzerer Flugweg ergeben, als 
tatsächlich beobachtet. wird; der mittlere Flugweg wäre unter diesen Be- 
dingungen nur - m» 5,2 m. 

Dieser scheinbare Widerspruch löst sich, wenn man die für gleichförmig 

bewegte Bezugssysteme unterschiedlichen Zeitmaßstäbe 7 und r, im Sinne 

der relativistischen Zeittransformation berücksichtigt. Die anzugebende 
. mittlere Lebensdauer wird stets auf. das Ruhesystem bezogen. Damit er- 

gibt sich für m+-Mesonen?): 

3,8 2 25 
Fer 10735 x 2,3-10®s, d.h.23 ns. i 

In ähnlicher Weise wurde die mittlere Lebensdauer von K-Mesonen experi- 
" mentell bestimmt und die relativistische Zeitdilatation mit einer Gonänig: 

keit von 5% bestätigt.?) - 


!) Durzis; R.P,H. A: LoaR and W. W. Havzns jr.: Drau; Rev. 88 (1952) 
9. 


°) GREENBERG, A.J., Br Mitarbeiter: Physie. Rev. Letters 28 (1969) 1267. 
‘ Die. Autoren fanden für rn”- und x*-Mesonen 7 = (26,04 -- 0,04) Nano- 
sekunden. 

3) Burkowss, H.C,D.O. ge. D.H. Frrson, D. A. Hırr, D.M. Rır- 
son and R. A. SoHLUTER: Physie. Rev. Letters 2 (1959) 117. 
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9.2. _ Gedankenversuche zur Relativität der Bewegung 
und zur Gleichzeitigkeit 


Im folgenden wird anschaulich gezeigt, daß — wegen der Konstanz von e 
— für einen ruhenden Beobachter das Zeitgeschehen anders abläuft als 
für den relativ zu ihm bewegten (‚Uhren im bewegten System gehen lang- 
samer“). 

So beschreibt z.B. ein aus einem Flugzeug abgeworfener Gegenstand, auf 
die Erde bezogen, eine Parabel. Auf das Flugzeug bezogen, ist die Fall- 
kurve eine Gerade. Die Frage: Wie bewegt sich der Gegenstand nun „wirk- 
lich“, ist — wie man sieht — sinnlos. 

Die Relativität der Bewegung soll durch folgendes Beispiel ausführlicher 
dargelegt werden. 

Im Prinzip liegt dieser Betrachtung wieder die Anordnung des Michelson- 
Versuches zugrunde. Hierbei werden zur „Veranschaulichung“ außer- 
gewöhnliche Maßstäbe angenommen. 

Ein Zug soll sich mit, v = 0,8 6 = 240000 kms”! bewegen.!) Ein mit- 
bewegter Beobachter befindet sich an der Spitze des Zuges und beobachtet 
ein Lichtsignal, das vom Ende des Zuges nach vorn ausgesendet wird. 
Man könnte die Lichtgeschwindigkeit i im ruhenden Zug messen: c,. Führte 
man die Messung c in bezug auf den bewegten Zug aus, so würde das 
Licht offenbar die Geschwindigkeit 300000 kms-! — 240000 kms-! 
= 60000 kmas“! besitzen (in Fahrtrichtung). Gäbe man das Lichtsignal 
dagegen von der Zugspitze zum Zugende, also entgegengesetzt zur 
Fahrtrichtung, so würde man in bezug auf den Zug 240000 kms-! 
+ 300000 kms-! — 540000 kms”! „erwarten‘“. 

Hieraus wäre zu folgern, daß im ruhenden Zug (System) die iekigeschein 
digkeit in beiden Richtungen gleich groß wäre, im bewegten Zug (System) 
aber verschieden groß. 

: (Mißt man die Geschwindigkeit eines Gsachossäg im Zug, so findet man, 
daß die Fluggeschwindigkeit in bezug auf den Zug stets gleich ist, gleich- 
gültig ob der Zug ruht oder sich bewegt und in welche Richtung innerhalb 
des Zuges geschossen wird.) 

Der Michelson-Versuch bestätigt aber die Relativität der Bewegung auch 
für die Lichtausbreitung, d.h., c ist konstant und unabhängig von der 
Richtung und vom Bewegungszustand der Quelle und/oder des Beob- 


3) Der Einfachheit und Übersichtlichkeit‘ wegen wählt man pyihagoreische 
Zahlentripel, z.B. 3, 4,5; 5, 12, = 9,12, 15. 


= 


Daimit erhält man für y = y I- — *. echte Brüche: v = egbl y-= 3 
c2 
mito-. folgt v-5- 
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achters. Die Lichtgeschwindigkeit ist für alle Versuchsstationen (Systeme) 
gleich groß. Man mißt im ruhenden wie im bewegten Zug auch vom ruhen- 
den Bahnsteig aus stets den gleichen Wert für die Lichtgeschwindigkeit. 
Beispiel für die Relativitäi der Gleichzeitigkeit: Ein Zug von der Länge 
5400000km bewege sich geradlinig und gleichförmig mit v = 240000 kms!. 
Es werden Lichtsignale vom mitbewegten Beobachter und vom ruhenden 
Beobachter (am Bahndamm) analysiert (Abb. 9.1). 


A’ er B 2 & : 
TE ee 
' c I 

Abb. 9.1 


Von der Mitte des Zuges C gehe ein Lichtsignal aus. Ein Beobachter in C 
stellt fest, daß Hieken De gleichzeitig in A und B, und zwar nach # = 95 
- eintrifft: 

2700000 km 


AO = OB = 2700000 km, nn eregde 


Befände sich der Zug in Ruhe, so wären auch für 0’ die Ereignisse in A 
und B gleichzeitig. 

Es ist nun zu untersuchen, was 0” über das Eintreffen der Lichtsignale in A 
bzw. B aussagt, wenn sich der Zug ihm gegenüber bewegt. Das Licht brei- 
tet sich in bezug auf CO’ auch bei bewegtem Zug mit c = 300000 kms-! 
aus. 

Der Empfänger A bewegt sich mit.» = 240000 kms”! auf das Lichtsignal 
zu, so daß C” feststellt, daß das Lichtsignal von O nach A insgesamt 


v, — _2700000 km as 

4 = 7500000 + 240000) kmsı °° 
benötigte. 
Von CO nach B hingegen ist das Signal 


3 2700000 km m. 
er (300000 — 240000) kms-? 


unterwegs. Während der mitbewegte Beobachter C für das Eintreffen der 
Signale in A und B keinen Zeitunterschied feststellt, bemerkt der Beob- 
acher C’ eine Zeitdifferenz von 453 —5s = 40s. Es ist also ersichtlich, 
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daß zwei für einen Beobachter (© gleichzeitige Ereignisse für den Beob: 
achter C’ nicht gleichzeitig sind. Der Begriff der Gleichzeitigkeit ist also 
relativ. Er hat nur Sinn, wenn angegeben wird, wie sich das System bewegt 
und wo diese Ereignisse beobachtet werden. 


Die errechnete Zeit von 40 s muß noch korrigiert werden, da sich — wie 
oben bereits vermerkt — ein schnell bewegter Gegenstand in Richtung 
seiner Bewegung verkürzt. Diese Verkürzung würde ein nichtmitbewegter 
Beobachter messen. Für den Beobachter auf dem Bahnsteig würde. die 
Länge des Zuges nur 6/10 der Zuglänge des mitbewegten Beobachters be- 
tragen. Somit liegen nicht 40 s als Differenz zwischen beiden Signalen, 
sondern nur 40 5 - 6/10 = 24 s. 


Die Relativität der Gleichzeitigkeit hängt damit zusammen, daß es eine 
Grenzgeschwindigkeit gibt. Die Existenz \dieser Grenzgeschwindigkeit 
liegt in der Natur der Dinge selbst; es wird niemals eine größere Signal- 
geschwindigkeit als die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit gefunden werden. 
Die Längenkontraktion ist als Folge der Relativität der Gleichzeitigkeit z zu 
verstehen. 


Das Beispiel des von C ausgehenden Lichtsignals, das in A und B etwa 
Kontakte. betätigen kann, führt nun noch zu folgender Illustration der 
Relativität der Gleichzeitigkeit. Angenommen, bei. A sei der Anzeige- 
kontakt beschädigt, so daß das Eintreffen des Lichtsignals mit Verzöge- 
rung, erst 24 3 nach dem Start bei C, angezeigt wird. C stellt jetzt fest, 
daß die Signale nicht mehr gleichzeitig in A und B eintreffen, sondern daß 
das Signal bei B um 24s — 9s = 15 s früher erscheint. 

Für den Beobachter C’ erscheint jedoch das Signal von A früher als das von 
B, und zwar stellt er fest, daß es bei A um 40 s— 15 s= 25 früher als bei B 
eingetroffen ist. Hierin kommt die Relativität der „Gleichzeitigkeit‘‘ zum 
Ausdruck: Dasselbe Ereignis, das für den einen Beobachter früher ist, er- 
scheint für einen anderen später. Wenn von (’ zwei Lichtsignale in A’ und 
B’ ausgelöst werden, wobei 4’0’ = B’C’ ist, sieht der. Beobachter C 
zuerst A’ aufblitzen und etwas später B’. Es sei ihm aber bekannt, daß 
beide Signale gleichzeitig gegeben werden. Dann muß er zu dem Schluß 
kommen, daß die Strecke AB’ etwas kürzer ist als die Strecke AB. Das 
aber kann nur die Folge der Bewegung sein; also verkürzen sich bewegte 
Körper in Bewegungsrichtung. (Für Cist ja die Strecke A’.B’ bewegt.) 
Wie man sieht, stellt C eine Kontraktion der Länge A’B’ fest, während 0’ 
die gleiche Kontraktion für die Länge AB findet. Die Frage, wer denn nun 
recht hat und wie die Vorgänge in den einzelnen Systemen nun „wirklich“ 
ablaufen — vom anderen aus beurteilt —, ist genauso sinnlos wie die Frage 


nach der „wirklichen Bahn‘ eines vom Flugzeug abgeworfenen Gegen- 
standes. 
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. Nicht in der Tatsache der Beschreibung der Ereignisse liegt somit das Di- 
lemma, sondern in der Tatsache, daß die Frage, wer von beiden (C oder (”) 
denn nun im Besitz der „wahren Gleichzeitigkeit‘“ sei, sinnlos ist. Beide 

. Beobachter haben ihre eigenen physikalischen Ausdrucksweisen. Sie 

können einander nur verstehen, wenn sie ein geeignetes Wörterbuch“ 

besitzen, das sind geeignete Umrechnungsformeln, eben die Lorentz- 
 Transformationen. Be 


93. Gedankenversuche zur Relativität von Zeit und Länge (Raum) 


. Es soll der Gang der Uhren im ruhenden und im bewegten System unter- 
sucht werden. Zu diesem Zweck wird ein Zug betrachtet, der mit der 
Geschwindigkeit v — 240000 kms"! — 0,8 c von der Station x, zur Station 
%; fährt. Der Zug benötigt für diese Strecke von 864000000 km die Zeit 
.— 4 = 1h. Dieses Zeitintervall ergibt sich durch die auf beiden Sta- 

.tionen angebrachten Uhren. 

Der Reisende (mitbewegte Beobachter) stellt hingegen fest, daß seine Uhr, 
die. beim Start in x, noch mit der Anzeige der Stationsuhr übereinstimmte, 
in @, aber nur ,—ih,=1h:3/5 = 36 min anzeigt, daß seine Uhr also 
langsamer geworden ist. (Im ruhenden System hätte diese Uhr hingegen 
einen solchen Gang, daß auch sie, — =1h anzeigen würde.) 

Die Erklärung dieses Sachverhaltes hängt auch wieder mit der Tatsache 
zusammen, daß c = const ist. Es wird nun gezeigt, daß ein Lichtstrahl, 
der im Abteil des bewegten Zuges 6 s unterwegs ist, von der ruhenden Sta- 
tion betrachtet dagegen 10 s unterwegs ist. (Die Lichtgeschwindigkeit ist 
aber für beide Beobachter gleich.) Zu diesem Zweck wird ein Lichtstrahl 
betrachtet der zwischen Boden und Dach. des Zuges hin-. und herreflek- 
tiert wird. Dieser Reflexionsweg ist für den Außenbeobachter auf 'einer 
ruhenden Station größer als für den mitbewegten: Beobachter (vgl. 
Abb. 9.2). 


AA4’A ist der Weg des Lichtsstrahls für den mitbewegten Beobachter; 
ABC ist der Lichtweg für den Beobachter vom Bahndamm aus, für den 


B A 


N 


| _Ruhesystem 


‘ Abb. 9.2 
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das "Licht z.B. .10 s benötige. Der’ Weg ABO hat. ‚also die hnes von 
300.000 kms“!. 105 = 3000000 km; das, bedeutet: AB=BCO=cti= 
= 1500000 km. Die Seite AC des gleichschenkligen Dreiecks ergibt sich 
aus der ‚Geschwindigkeit des Zuges und dem Ablauf der 10s: AO = 
= 240000 kms"! . 10 s =.2400000 km. Die Höhe BD dieses überdimen-. 
sionalen Zuges erhält man gemäß dem pythagoreischen Lehrsatz: BD — 
= YAB’ — AD = 900000 km. Die zweite Kathete ; im Dreieck ABD 
hat die Länge AD= vl. 


Der mitbewegte Beobachter mißt also für den: Weg der Hin- und Her- 
reflexion 2: 900000 km. Dafür benötigt das Lichtt — (00000 km _ 4 

eflexion m. Dafür benötigt das Lie 300000 kmai an 
Seine „Uhr“ geht also langsamer, denn auf dem Bahndamm sind zwischen 
dem Start und der Rückkehr des Lichtsignals 10 5 verflossen. Dieses Bei- 
spiel ist gut geeignet, um die Formel 2 die Zeitdilatation auf einfache 


Weise herzuleiten: 
AB: = AD + BD, 
.e2 At = v2 Are + At?, 
ed . Ara 


er &@- Pr 7 
u 
EINEN At _ (Zeitgeber im bewegten System, Messung 
\ yı Be im ruhenden System). 


Während also nach Stationszeit ik vergangen ist, blieb die Uhr des Rei- 
senden um 24 min nach, sie zeigte erst 36 min an: Auf Grund der Bezie- 


erhält man : 


= 60 min - 3/5— - 36 min. 


Man erkennt, daß die bewegte Uhr um so mehr nachbleibt, je größer die 
Geschwindigkeit v gegenüber ce wird. Für v — ce würde # 0 folgen, so. 
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daß die Zeit für einen mit c bewegten Beobachter stillsteht. Bewegt sich 


der Zug mit einer Geschwindigkeit, die nur 0,1%, unterhalb von c liegt, so 


. wäre für den Reisenden ‚die Fahrtdauer nur = i min, während die 


Stations-Fahrtzeit 1 h beträgt, innerhalb der der Zug eine Entfernung von 


0,999 - 300000 km - 3600 zurückgelegt hätte. 


Ih. Zur Relativität der Längenmessung (Lorentz-Kontraktion). 


Die Maße eines Körpers sind vom Beobachtungsort (System) abhängig. 
Die Vorstellung einer „absoluten Länge“ muß aufgegeben werden. Sie 


. trifft zwar mit einer gewissen Näherung zu, wenn die Relativgeschwindig-. : 


keit zweier Systeme im Vergleich. zur Lichtgeschwindigkeit klein ist. Bei 
großen Geschwindigkeiten (im Vergleich zu c) tritt dagegen die Relativität 


der Längenauffassung sehr deutlich hervor. 


‘ Das folgende Beispiel zeigt, daß die gemessenen Längen (Wege) vom 
‘ Bewegungszustand abhängig sind. Es wird wieder der überdimensionale 
Zug und ein Bahnsteig, der 2400000 km lang sei, betrachtet. Diese Länge 
. ist von einem Beobachter auf dem Bahnsteig gemessen worden. Es erhebt 
sich die Frage, da ja die Zeit für den mitbewegten Beobachter (Reisenden) 
"langsamer abläuft, ob er dieselbe Länge für diesen Bahnsteig mißt. 


Der Zug passiert den Bahnsteig nach Messung des ruhenden Beobachters 
Be | 2400000 km _ 0, 

240000 kmsı 

.. Der bewegte Beobachter mißt nicht 10 s, sondern — wie gezeigt wurde — 

. nur 6 s. Daraüs folgert der bewegte Beobachter, daß der Bahnsteig kürzer 


„mit seiner Stationsuhr in der Zeitt = 


als 2400000 km ist, nämlich daß er nur eine Länge von 240000 kms71.6 8. 


= 1440000 km besitze. Der Bahnsteig ist also für den Reisenden im Ver- 


hältnis 6:10 kürzer geworden. Umgekehrt mißt der ruhende Beobachter, - 


daß sich der Zug im Verhältnis 6:10 verkürzt habe. Die Frage, welche von 
beiden Messungen denn nun der Wirklichkeit entspreche, ist genauso sinn- 


los wie die oben erwähnte Frage nach der ‚wirklichen Bewegung“ eines aus 


. dem Flugzeug abgeworfenen Gegenstandes. 


‘Nach der Lorentz-Kontraktion, würde einem bewegten Beobachter eine 
ruhende Kugel äls Ellipsoid erscheinen, also in Bewegungsrichtung zu- 
sammengedrückt. Für die kugelförmige Ausbreitung von Lichtwellen gilt 
.. — auf Grund der Lorentz-Transformation. — diese Feststellung nicht. 


‚Eine Gegenüberstellung der Beziehungen für die Längenkontraktion zeigt, 


warum dem Reisenden der Bahnsteig verkürzt und dem Bahnsteigbeob-- 


achter der Zug verkürzt erscheint: 
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1. Fall: 
Ortsfester Signalgeber, Messung der Zeiten i im bewegten System 


9 v 
a , ar 
nen ee 
n-#' TR 
v 
, — am). 
HS — mt 4-2 


BL 
n-ß 


At = 


2. Fall: 
Bewegter Signalgeber, Messung der Zeiten im ruhenden System 
a ee 
Tr gr l, + Po 
nf B’ * yı-p 
f ® nt . ’ 
t, FE t, ta —— x) 


Babe nn mt. mem 


yı—p 


Ar 


A = ————); 
iR 


Die beiden Formeln sind also nicht identisch („Uhrenparadoxon‘ *). 
So ist es zu erklären, daß dem ruhenden Beobachter der bewegte Zug und 
dem bewegten Beobachter der ruhende Bahnsteig verkürzt erscheint. 


9.5. Gedankenversuch zum Grundprinzip c = const 


An einem Ort im Weltraum mögen sich zwei Beobachter‘ A und B sowie 


eine Lichtquelle befinden, die ein Signal aussendet. 


‚Indem Augenblick, da das Signal von A aus startet, verläßt..B ebenfalls 
- seinen Platz und eilt (mit-2/3c) dem Signal. hinterher. Nach = 4s m. 


Men Zustand ‚vor (Abb. 9.3): 


A Ei B:\..., C 
Abb. 9.3 
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Von A aus beurteilt, befindet sich die Wellenfront (das Signal) i in 6 also 

insgesamt 1200000. km entfernt. Von A aus beurteilt, befindet sich B 
400000 km von Ü entfernt. A ermittelt Ersunach, eine Lichtgeschwindig- 


“keit von: 
1200000 km = 300000 ms, 
#8 
3 Kine solche Rechnung soll nun auch B vornehmen: B findet als Geschwin- 
digkeit nur 


nn — 100000 kms-t. 


(B macht über A keine Aussagen ; B weiß nicht, wie schnell erist, Nach der 
Relativitätstheorie gilt für den bewegten’ Beobachter ein anderes Zeit- 


- maß!) 


Es ist aber. eben grundsätzlich. -nicht feststellbar, wer „in "Ruhe bleibt“ 
und wer sich bewegt. Es könnte bei diesem Gedankenversuch genauso- 
gut doch B in Ruhe bleiben, während A und © sich von ihm wegbewegen! 
Dann ergibt sich folgendes, von B aus beurteilt: Nach 3 s bestimmt B die 
Entfernung zu C und findet 900 000 km und damit a BTL, 


keit 


Du — 300000 kms-! (Abb. 9.4). 


“ ja 
A B TE 
Abb. 9.4 


Der Beobachter A, der sich nun ‚nach der anderen Seite“ bewegt 


‚habe, stellt fest, daß sich C von ihm 1500000 km entfernt. befindet 


(AB = 600000 km, AC = 1500000 km). Er ermittelt demnach als Licht- 
geschwindigkeit I 


1000000 Km _ = 500000 at 


was mit dem Ergebnis von B nicht Hhsreingtiictnk. Hier iri die SCBNEDE: 


. keit anschaulich auf, die EInsTEin löste: 
‚Was heißt es denn eigentlich, wenn man sagt, A und’ B ermitteln zu gleicher . 


Zeit die Entfernung zwischen ihren Standorten und CO; und was heißt 
gleichzeitig, wenn die beiden Beobachter, für die ‚‚die gleiche Zeit‘‘ gemeint 
ist, weit voneinander entfernt sind. 
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Einfacher ausgedrückt, man hat zu fordern, daß sich für A und B durch 
ihre Messungen immer derselbe Wert ce = 300000 kms-! ergibt, d. h., die 
“ Zeiten für A und B müssen eben so ablaufen, daß sich stets dieses Ergebnis 
einstellt. (Damit gibt man den alten Begriff der Gleichzeitigkeit auf, der 
eine unendlich hohe Geschwindigkeit voraussetzt, die es ja nicht gibt.) 
Für A muß demzufolge die Zeit anders ablaufen als für 3. Der Ablauf der 
Zeit hängt für jeden Beobachter von der relativen Geschwindigkeit zwi- 
schen den Systemen (A und B) sowie von der Lichtgeschwindigkeit ab. 
Die obigen Divisionen, die c=# 300000 kms”! ergaben, sind also i im Sinne 
der Relativitätsthoorie falsch. 


9,6... Die Verbindung der Relativitätstheorie 
mit der Quantentheorie durch DE BROGLIE 


| Im 8° Blen ruhe ein Korpuskel der Masse m,. Ein im Ben Shbefind- 
. licher Beobachter mißt — wenn die a a zwischen bei- - 
e den ent vist — dieMasse 


Dem (in 8’) ruhenden Korpuskel sei eine (stationäre) Welle der. Frequenz »’ 

. zugeordnet, die in jedem Punkt x’ die gleiche Phase hat (ebene Welle). 
Gemäß der Quantentheorie kommt dem Schwingungsvörgang eine Ener- 
gie h v’ zu und dieser Energie — wegen der Äquivalenzbeziehung #= = Mg? 
— auch eine Masse. _Es ist 


Vom... ea, 0) 
Für die Schwingungsamplitude i im ‚gestrichenen System eilt 
"WW, sin unver. u .....(9.2) 


Der Beobachter i im ungestrichenen RN findet 


ven (20) — . (03) 


d. h., er mißt eine veränderte Frequenz 


2 @ 
y My c 
y = ———— = hi 


Se m ER 


Kr'w 


9. Beispiele urid ee BE | 
die Phasengeschwindigkeit ergibt sich gemäß (9.3) zu | | | 
ee, a ne 
Die Wellenlänge ist. 

u ce "a 


= ——_— u —, ; .6)- 
z vv mg mu. © " 


Das ist die de- Brogliesche „‚Materiewellenlänge“. 

Auf diese Weise folgerte Ds BRoGLIE aus der Relativitätstheorie die nach 
. ihm benannte Beziehung, die experimentell exakt bestätigt ist, z. B. bei . 
Beugüngsversuchen mit Elektronen oder. Neutronen. 


97. Phasen- und Gruppengeschwindigkeit einer Weile 
als Foigerung aus der Loreniz-Transformation 


Für einen ruhenden Beobachter im gestrichenen System sollen an den 
‘ Punkten x, und x, zwei Schwingungen mit gleicher Phase auftreten; 
gleichzeitig sei die Amplitude Null, wenn 4, = t.. 
Für einen im ungestrichenen System ruhenden Beobachter sind die Zeiten 
,+#t1,dh Ad4=,—h#+0. 3 
Das ergibt sich aus den Transformationsformeln: 


El ‚,, vu, Be: 
. bı = ——— und 7 re 
Y1-ß yı — ß% 
‚wonach 
SE ER 
a @ m). a 
dt=h-h= Ni-F er 
ist. j 


Die Schwingungen, die in jedem Punkt x’ (des gestrichench Systems) mit 
gleicher Phase erfolgen, erscheinen dem ruhenden Beobachter (in $) als 
eine Welle, in der jeder Punkt mit einer Phasenverschiebung gegen seinen 
Nachbarn schwingt. In der Zeit Jt = T schreitet diese Welle um Ax =4 
fort: 7 ist die Schwingungsdauer und A der Abstand zwischen den Punkten 
der Welle, die in gleicher Phase schwingen ;% ist also die Wellenlänge und 
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5 U T=ydie Frequenz. Man erhält somit 


At 7-2 -23 
e 
und .daraus w 
..e% 
MV=— 
v 


Dabei ist A» — u die Phasengeschwindigkeit der Welle. 
Damit folgt die wichtige Beziehung (9.5) 
2% 
u=-- oder uv=d. 


Die Phasengeschwindigkeit % kann größer als c werden; hingegen kann v 
niemals größer als c werden. 

Die Phasengeschwindigkeit % findet man auch aus der Verknüpfung der 
quantenphysikalischen und relativistischen Beziehungen für Energie E 
und Ep p 


ae 0 eg (9.7) 
i et - 
| c2 
ME h u i 
P = ——-7 (9.8) 
Yı-3 / ö 
ET: 
E hv & x 


Für Licht ist v = E/p = c, also auch v = c._ In diesem Fall sind Phasen- 

und Gruppen- bzw. Signalgeschwindigkeit gleich. 

. Wenn u > c. ist, so liegt durchaus kein Widerspruch zur SRT vor; ; denn 

. diese sagt aus, daß nur eine'mit Energietransport verbundene Geschwin- 
digkeit v (Gruppen- oder Signalgeschwindigkeit) höchstens gleich c sein 
“ kann. Mit der Phasengeschwindigkeit u kann keine Energie übertragen 

werden; nur für Photonen im Vakuum ist vu = c. 


9.8. Überlichtgeschwindigkeit und Tachyonen 


. Im vorstehenden ist wiederholt darauf hingewiesen worden, daß die größt- 
mögliche Korpuskulargeschwindigkeit, Gruppen- und Signalgeschwindig- 


" keit die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit c ist. Es kann also keine Energie- 


oder Signalgeschwindigkeit mit v > c geben. 
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Zu den Überlichtgeschwindigkeiten, die in der Physik ae muß zu- 
nächst folgendes festgestellt werden: 


u Es ist möglich, daß in einem Medium mit dem Brechüngställex n>|1 

z.B. Elektronen eine größere Geschwindigkeit haben können als die 
Lichtgeschwindigkeit Cu in diesem Medium: v > cy.: Allerdings ist 
im Vakuum (n = 1) stets’ v < c erfüllt, was dem Inhalt des ‚Prinzips 
von der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit“ ensspriohb; hierbei ist 
stets die. Vakuum- Lichtgeschwindigkeit gemeint. 
Dringt ein energiereiches, elektrisch geladenes . Teilchen mit der Ge- 
schwindigkeit 9 > cy in ein Medium ein, in dem die Phasengeschwin- 
digkeit des Lichtes cy = c/n beträgt, so tritt die Tscherenkow-Strah- 
lung auf, die innerhalb des. Winkelbereiches x zu beobachten ist: 
cosa = c/n v; hierin ist x der Winkel zwischen der Flugrichtung des 
Teilchens und der Richtung des Tscherenkow-Lichtes. .Die in diesem 
Sinne zu verstehende „Überlichtgeschwindigkeit eines Teilchens“ ist 
also kleiner als die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit. 


2. In der Optik sind Medien bekannt, die für einen bestimmten. Wellen- 
längenbereich einen Brechungsindex r» < 1 besitzen. In. diesem Fall 
treten Phasengeschwindigkeiten v auf, die größer als die Vakuum-Licht- 
geschwindigkeit sind. 

Allerdings lassen sich mit Phasengeschwindigkeiten keine Signale über- 

mitteln. Die Signalgeschwindigkeit bleibt — in Übereinstimmung mit 
der Relativitätstheorie — für alle Medien (inel. Vakuum) < c. Für 
Röntgenstrahlen ist ebenfalls n <1. 


3. Überlichtgeschwindigkeiten treten als frequenzabhängige Phasenge- 
schwindigkeiten von Materiewellen auf. Zwischen. der korpuskularen 
Geschwindigkeit v eines Teilchens und der Phasengeschwindigkeit u 
seiner de-Broglie-Welle gilt die Beziehung v u = 2. 

Da die Bahngeschwindigkeit v des Teilchens stets kleiner als c ist, 
folgt > c. Aus dem allgemeinen Zusammenhang zwischen der Grup- 
pen- und der Phasengeschwindigkeit (u, und u) 

1 1 »vrdu_ dfl\. 

“ws u wd —% (+ 


läßt sich zeigen (Aufgabe 10.4.), daß u, = vist. Es ist stets v, <c und 
® <.c. Nur im Falle von Lieht giltu=c=v. 


4. Gäbe es einen ideal starren Körper, so könnten sich Wirkungen mit 
Überlichtgeschwindigkeit ausbreiten. Wegen der Tatsache, daß stets 
v<cist, und wegen der Massenveränderlichkeit existiert nach den 
Erkenntnissen der SRT kein ideal starrer Körper. Betrachtet man einen 
um ein Drehzentrum rotierenden materiellen (sehr langen) Stab, so 
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würde für einen Punkt dieses Stabes im Abstand r x 1 km = = 10° m 

bei einer Kreisfrequenz & = 3 - 108 "1 eine Kreisbahngeschwindigkeit 

v=or, also v.> c folgen, was aber ausgeschlossen ist. 

Ein bewegtes materielles Dreieck hat im System. S andere Winkel als 

im System 8’; siehe hierzu die Transformationen der Winkelfunk- 

tionen Gl. (6.19). Damit ist gezeigt, daß es keinen ideal starren je 
. gibt und die Signalgeschwindigkeiten stets v < c bleiben. 


5. Überlichtgeschwindigkeiten sind als (geometrische). Schnittpunkige: 
schwindigkeiten vg > c denkbar. Als Versuchsanordnung wähle man 
einen in der z,y-Ebeneunz = — a, y= = 0 rotierenden Zeiger. Dieser 
Zeiger 'überstreiche die y-Achse. 
Der Schnittpunkt mit der y-Achse wandert mit Suhakmender Geschwin- 
digkeit zu höheren y-Werten und kann — bei durchaus endlicher Länge 
.— für Winkel nahe x/2.Überlichtgeschwindigkeit erreichen. 
Auch in diesem Fall wird das Gesetz der Lichtgeschwindigkeit im 
Vakuum als Grenzgesetz für die Signalübermittlung nicht verletzt. Je 
zwei aufeinander folgende Schnittpunkte stehen in keinem kausalen 
- Zusammenhang: Die Höchstgeschwindigkeit für die Ausbreitung einer 
Ursache-Wirkung-Kette bleibt die Vakuum- -Lichtgeschwindigkeit. 
Einrotierender Laserstrahl mit einer Umdrehung jeSekunde überstreiche 
‘den Mond in einer Entfernung von400000km. DerLichtfleck „wandert“ 
dann über j je zwei Orte auf’dem Mond mit v= ro = 400000 kms”!, also 
- mitv> ce. Eine Signalübertragung von einem Mondort zu einem zweiten 
mit Überlichtgeschwindigkeit ist aber dadurch ae gegeben. Die Signal- 
geschwindigkeit bleibt stets v< c. 


“- In einer Arbeit von G. FEInBuRe!) wurde untersucht, ob sich Widersprüche 
zur Relativitätstheorie und damit zu den gültigen Naturgesetzen ergeben 
könnten, wenn es „Teilchen“ gäbe, die eine größere Geschwindigkeit als c 
hätten. Diese hypothetischen „Teilchen“ mitv/c>1, auclyonen.) genannt, 
sind zunächst reine Gedankengebilde. 

Diese hypothetischen Gebilde stehen nicht im Widerspruch zur SRT. Nach 
wie vor gilt für alle Massen und. Signale © < ce. Es wird keinen Austausch _ 
von Tachyonen- Signalen, etwa einen Tachyonen- Funk, geben. 


1) FEINBERG, G.: „Possibility of Faster-Than- Light Particles.““ Physie. Rev. 
“ . Letters (1967) 1089. — Sci. American 222 eh H.2, 68. 
Weitere Literatur über Tachyonen: . j 
BiıLanıug, O.M., V.’K. DesmrAnDsE, and =. 0.6. SUDARSHAN: „Meta“ 
Relativity. Amer: d. Physics 30 (1962) 718. 
:: THOOLESS, D. J.: Causality and Tachyons. Nature 224 (1969) -506. 
> BANFORD, G. A., D: L. Book, and W. A. NEwcom; The Tachyonie. Anti- 
.‚ telephone. Physie. Rev. 2 (1970) 263. B = 
5 Grück, M.: On the Be of Tachyons. Nuovo Cimento 1 A (197 ı) 467; 
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Die Schranke v = c ist sowohl für Teilchen mit Unterlichtgeschwindigkeit 
als auch für Tachyonen mit Y > c unüberschreitbar.!) Jede Abbremsung 
der Tachyonen auf v= 7 <c würde der SRT' widersprechen. Diese 
hypothetischen Gebilde sollen —- wenn sie überhaupt existieren — nur im 
Bereich V7 > c vorkommen. 
Für Photonen, die nur mit v = c existieren, ist die Ruhmasse m, = 0; für 
Tachyonen hingegen ergibt sich eine imaginäre Ruhmasse m, = i u, (kist -» 
reell). Diese Tatsache ist wie m, = 0 physikalisch bedeutungslos, da in 
beiden Fällen der Ruhezustand nicht realisierbar ist. 
Die relativistischen Beziehungen für Energie und Impuls 


Mg e® ne MV. 
n-®' "ya ! 
bleiben für B=Bß > 1 — wenn ‚man ‚Imaginäre Buhmassen zuläßt _ 
reell: ' 
„6 © _ _ ut B 


m-ı Pin... 

Für die Tachyonen wird statt ß das Symbol B und statt v das Symbol v 

- verwendet. 

Aus diesen Gleichungen folgt, daß E und p mit wachsender Geschwindig- 

keit der Tachyonen abnehmen und für v — oo gilt: E >0Oundp >. 

Beim relativistischen Additionstheorem der Geschwindigkeiten finden 

zwei Beobachter, die sich mit der Relativgeschwindigkeit v <,c bewegen, 

_ keinen Widerspruch zur SRT, denn beide finden für ein und dasselbe _ 
Tachyon 7 > c bzw. 7’ > c (vgl. Aufgabe 3.10.).- 

:Die Diskussion des Zeitablaufes der Tachyonenbewegung führt im Zu: 
sammenhang mit dem Kausalgesetz zu der Hypothese von Antitachy- 
onen. 

Wendet mandie Toren: Transformation auf ein Zeitintervall an, in dem 
ein Tachyon beobachtet wird, so eilt. 


Ar = (a = 2 Au) 
ci 


5 und wegen = VA; kA=m—-m; A-a,-h 
al Pr 


. Wegen V>c kann manauchvV > erreichen. 


1) Bezüglich der Lichtbarriere unterscheidet man: v < 6 Tardyonen, : vc 
Luxonen (Photon, Nenkiao)s v> ec Tachyonen, 


140 Spezielle Relativitätstheorie -. 


‚Damit aber erhält At’ das entgegengesetzte Vorzeichen wie At. Für den 

S’-Beobachter erweist sich demnach der Zeitablauf umgekehrt wie für den 

S-Beobachter. 

Aus der. Beziehung At’ /At=E/E=(1—v Ve) k erkennt man, daß 

der Beobachter 8 eine positive De mißt, der Beobachter 8’ eine 

negative Energie messen kann — falls v V/@ >1. 
Das bedeutet gemäß der Diracschen Löchertheorie, daß es sich bei Teil- 

chen mit negativer Energie um Antiteilchen handelt. Somit ist auch die 

vermeintliche Zeitumkehr aufgeklärt: Wenn $ am Ort x, zur Zeit, <t; - 
die Emission eines Tachyons mit positiver Energie E und am Ort x, zur 

Zeit t, die Absorption feststellt, so findet 8” in einem für ihn früheren 
Zeitpunkt t, <t, die Emission eines Antitachyons und in dem für ihn 
späteren Zeitpunkt t, dessen Absorption. 

Danach ist die Absorption eines Tachyons gleichwertig der Emission 
eines Antitachyons. 

Die Signalübertragung mit V=v > ce bleibt. grundsätzlich uninöglich: da 
die Beobachter nicht mehr durch die Lorentz-Transformation verbunden 
sein können. Die Lorentz-Invarianz des Naturgeschehens wäre in Frage - 
gestellt ; die Lichtgeschwindigkeiten wären für relativ bewegte Beobachter 
verschieden. Das aber widerspricht der experimentellen Erfahrung. 

Die Tachyonenhypothese widerspricht nicht dem speziellen Relativitäts- 

prinzip, aus dem folgt, daß die Lichtgeschwindigkeit für v — V und für. 
V —v eine Barriere darstellt: Ein Teilchen kann nicht auf Überlichtge- 

schwindigkeit beschleunigt werden; ein Tachyon kann. nicht auf Unter: 

lichtgesehwindigkeit gebracht werden. 

Allerdings würden Tachyonen dem Einsteinschen Kausalitätsprinzip 
widersprechen: Von zwei wirkungsmäßig verbundenen Ereignissen E, und 
E, muß E, die Ursache von E, sein und zeitlich früher stattfinden. 

Diese zeitliche Reihenfolge von Ursache und Wirkung besteht aber nur 
dann, wenn die Ereignisse „zeitartig‘“ oder „lichtartig“ zueinander liegen 
(Abb. 5.4). 

Verbindungen zweier Ereignisse durch Überlichtteilchen (Tachyonen) 
liegen „raumartig‘‘ zueinander. 

Zwischen ‚raumartig‘“ gelegenen Ereignissen kann es nach Einstein kei- 

nen Wirkungs- oder Signalaustausch gehen, da in diesem Ba das Kausali- 
tätsprinzip verletzt wird. 

Die bisherige experimentelle Suche nach Tächyonen!) ist eigehbuiilos ver- 
laufen. Man suchte z. B. nach einer Tscherenkow-Strahlung von Tachy- 
onen, die bei der Absorption von Gamma-Quanten entstehen sollten.2) Hier- 
bei bleibt die Frage offen, ob es möglicherweise ungeladene Tachyonen 
gibt, die demzufolge keinen Tscherenkow-Effekt zeigen. 

1) Physic. Rev. Letters Febr, 1970 8. 69. 

2) Arväcer, T.,and M.N. Kreister: Phys. Rev. 171 (1968) 1357. 
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Es wurde u. a. auch eine Fülle experimenteller Daten von Reaktionen bei 
Elementarteilchen geprüft, ob die Energie-Masse-Bilanzen bzw. Energie- 
Impuls-Bilanzen stimmen, Da Tachyonen eine imaginäre Ruhmasse be- 
. sitzen, ist das Quadrat: dieser Teilchenmasse negativ, was sich bei Anwen- 
dung des Energie-Impuls-Satzes bemerkbar machen müßte. 

Die Existenz von Tachyonen konnte damit experimentell nicht bewiesen ' 
werden, aber sie ist auch nicht völlig widerlegt, jedoch sehr in Frage ge- 
stellt. 
Die moderne Physik kennt weitere hypothetische Teilchen: Quarks (als 
„Bestandteile“ der Mesonen und Baryonen), intermediäre W-Bosonen 
(als Träger des Feldes der schwachen Wechselwirkung beim Beta-Zerfall) 
- und die magnetischen Monopole, deren Existenz ebenfalls experimentell 
nicht erwiesen ist. Die Nichtexistenz hypothetischer Teilchen kann durch 
Experimente nicht bewiesen werden, sondern. einzig und allein durch 
logisch begründete Untersuchungen. 


99. _ Kernphysikalische Prozesse im Labor- und Schwerpunktsystem 


Betrachtungen im Labor- und Schwerpunkt-System haben in der Kern- 
physik und vor allem in der Hochenergiephysik große Bedeutung. Für 
Kernreaktionen ist der im Schwerpunktsystem auftretende Energiewert 
maßgeblich, der sich auf die umzuwandeinde Energie bezieht. Die Mes- 
sungen der hochenergetischen Prozesse erfolgen im allgemeinen im La- 
borsystem. Deshalb spielt die Kenntnis des Zusammenhangs beider 
Systeme, die Inertialsysteme darstellen, eine große Rolle. 


Das Schwerpunktsystem ist ein Inertialsystem, in dem der Schwerpunkt 


der gemeinsamen Bewegung in Ruhe bleibt. 

Das Laborsystem ist ein Inertialsystem, in dem das gestoßene Teilchen 
(z. B. ein Target), das vor dem Stoß ruht, als Ruhesystem betrachtet wird. 

- Physikalische Vorgänge können völlig gleichberechtigt sowohl im Labor-. 
als auch im Schwerpunktsystem dargestellt werden. In vielen Fällen er- 
weist sich die Berechnung der Energiebilanz, z.B. bei unelastischen Stößen, 
im Schwerpunktsystem als einfacher und übersichtlicher. Rn. 
Insbesondere ist es in der Hochenergiephysik zweckmäßig, sich bei der 
Betrachtung von Stoßvorgängen des Sehwerpunktsystems zu bedienen. 
Für die naturgemäß auftretenden hohen Teilchengeschwindigkeiten ist 
bei den Berechnungen im Schwerpunktsystem die nichtlineare Addition 
der Geschwindigkeiten zu beachten. 

Das wesentliche Ziel der nachstehenden Betrachtungen ist es zu zeigen, 
daß bei der Erzeugung eines Antiteilchens aus einer unelastischen Stoß-. 
. reaktion die kinetische Energie der auf ein Target geschossenen Teilchen 
"2. T. beträchtlich höher liegen muß, als es die Ruhenergie des erzeugten, 
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- Antiteilchens erfordert. Das erklärt z. B. die Frage, warum man zur Er-' 


zeugung von Antiprotonen ein 5,6 GeV benötigt, obwohl die Ruhenergie 
nur 0,938 GeV beträgt. 

Speziell wird im folgenden eine zu kernphysikalischen Zwecken für Berech- 
nungen im Schwerpunkt- und Laborsystem wichtige Energiebeziehung 
hergeleitet und ‚diskutiert. 

Bei wachsenden Teilchenenergien wird die Ausnutzung dieser Energien 


immer unökonomischer. Für Energieumsetzungen ist nur der im Schwer- 


punktsystem vorhandene Teil der Energie reagierender Teilchen verfüg- 
bar. 

Werden Teilchen auf ein ruhendes Target. geschossen, so steigt bei kleinen 
Energien (Ey <E,) die für Kernreaktionen verfügbare Energie propor- 
tional zur Energie des betreffenden Beschleunigers an, bei großen Ener- 
gien (Ex. > E,) hingegen nur noch eroperdional zur el der 
Beschleunigungsenergie. 

Es wird der einfachste Fall.des zentralen Stoßes eines bein Teil- 
chens auf ein zweites betrachtet, das im Laborsystem ruht. Für relativi- 


. stische Teilchen gilt das Einsteinsche Additionstheorem der ns 


keiten i in der Form -—- vgl. (3. a 
2v 
= TG N2 . i 
HCR 


Hierin ist v die Geschwindigkeit des Teilchens im Laborsystem und v’ ‚die 
Geschwindigkeit im Schwerpunktsystem. | 


; 8.10). 


| „Aus der relativistischen Beziehung (4.17) für die kinetisclie Energie 


& 


1 


Busen E, —-ti init Z=m 
v 
Eier 
folgt für das ‚Schwerpunktsystem. 
5 4 ER I + 9 get" \ - ; 
v Es Es z BR 
Peru eV a IR 9.411) 
re” | | 
und für das Laborsystem R RR: 
2 2 j : . E 8 
-=- rt ee u i : (9.12) 
14 


- also - 
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Wenn mit Hilfe der Gleichüngen (9.11) und: (9. 12) v’ und vaus Gl. (9. 10) 
eliminiert werden, erhält man Schljeßiian, die im KErRNerDnubtersIen ver- 
fügbare Energie 


n=22(Yı +) 
Es 


"Im einzelnen sind folgende Rechenschritte erforderlich: aus Gl. (9.10) 
folgt a | 


Hierin ist nur die negative Wurzel physikalisch sinnvoll, da“ wegen ch >1 
andernfalls v’/c > 1 wäre. .' 
in 


substituiert man für c/v den Ausdruck von Gl. (9.12) und für die Wurzel 
yı — v2/c den Bruch 1 a +) Dann erhält man .. 
zZ 0 


ev’\2 
ey. +) ı 
6 e uU\® eU eU 
EA = 
e uU\: 
(ie 
6 e U\? eu Eu 
(2) m. ro 
Kombiniert. man diesen Ausdruck mit Gl. 9. 11), so kalee: 
; \ . . fe’ en 
(2) - Rn EVER U 
6 


Li] 


142,9 | ». (4) 


! 
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Hieraus erhält man die quadratische Gleichung 
eu’: _eU’ el. 
Du 2 E m 
also j 


- Hier ist nur die positive Wurzel physikalisch sinnvoll, da ändernBlle die 
Einergie stets negativ wäre. 
Es folgt also schließlich 


| eU 
U=E 1 — —1j. 
Be (| = 28, ) 
Wenn zwei Teilchen mit einer im Schwerpunktsystem verfügbaren Ener- 
. gie von je e U’ betrachtet werden, ist EB, = 2 e U’, also 


B=deV-25, (i+32-)). 2000.(9.13) 

In allgemeinerer Form lautet diese Beziehung für die verfügbare Energie. 
2 sem Rob. 2 yar , 

B; = (my + mg) € (yı a meet (9.14) 


In 61. (9.14) bedeuten Z, die im Laborsystem gemessene kinetische Einner- 
gie der Teilchen mit der Ruhmasse m, und Pr die Ruhmasse der Target- 
kerne. 
G1. (9.13) folgt für mp = my aus a. (9.14): 
Die verfügbare Energie #, als Funktion der „Laborenergie“ Ey.ist gemäß 
Gl. (9.13) für den Zusammenstoß zwischen Protonen in Abb. 9.5 dar- 
gestellt. 
Aus Gl. (9.13) bzw. aus der graphischen Darstellung entnimmt man, daß 
“z.B. hei der Erzeugung von Antiprotonen eine höhere Energie als die 
. Protonenruhenergie aufgebracht werden muß. 
Um diese Ruhmasse von 938 MeV = 1 GeV zu erzeugen, muß man im 
Laborsystem: einen Protonenbeschleuniger von mindestens 5,6 MeV zur 
Verfügung haben. Während bei nichtrelativistischen Protonen, die auf 
ruhende Protonen geschossen werden, die Hälfte der Protonenenergie als 
Reaktionsenergie im Schwerpunktsystem umgesetzt werden kann, ver- 
schlechtert sich diese Ausbeute mit wachsender Energie. 
“Bei 25.GeV würde die Ausbeute nur noch 20%, bei 1000 GeV nur noch 
4%, .betragen. 
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Eee 


Es= 2E, (V1+$$-1) 


= 
SQ, 
& 


Energie zweier zusammenstoßender Protonen im Schwerpunktsystem 


8. F] © " 
0 D°. 2 7) 0 R 
Kinetische Energie des stoßenden Protons im Laborsystem ev 


Abb. 9.5 


Könnte man hingegen zwei Protonenströme von je 25 GeV aufeinander- 
schießen, so stünden als Reaktionsenergie 50 GeV zur Verfügung. Zur 
Erzeugung von 50 GeV mit einem feststehenden Target müßte man — 
„Vgl. graphische Darstellung — die Protonen auf 1440 GeV beschleunigen. 
Auf 2000 GeV müßten Protonen beschleunigt werden, damit eine Reak- 
tionsenergie von 60 GeV verfügbar wird. 
Diese ‚‚Laborenergien“ findet man durch Umstellen der @l. (9.13) 

‚fe UÜ° 
2eU = 2eU ( 5 


er 2) : = (9.15) 
N 
und der Protonen-Ruhenergie E, = 0,938 GeV. 
Wie'man erkennt, würde es große Vorteile mit sich bringen, wenn man 
Protonen gleicher Energie aus entgegengesetzter Richtung aufeinander- 
schießen könnte. 
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‘ Hierbei. bleibt der Schwerpunkt in Ruhe. Diesem Zweck dienen die Spei- 
cherringe. Das Prinzip der Speicherringe ist in Abb. 9.6 dargestellt. 


Vorbeschleunigung 
2 Protonensynchrofron 


" Abb.9.6 | 


Die Strahlenweiche W pülst Protonenströme abwechselnd in den linken . 
und den rechten Ring. 
Aus Gl. (9.13) ergibt sich durch Näherungsbetrachtung (Reihenentwiek: 
lung) die klassische Gleichung für 2, > eU;e U = m v2]2 


s leU 3 
“anltzem +. 1) 
Be 2 = — Ep 
Se -5 kin 
| oder 
| En = 2 Es, 


was man auch aus Gl. (9.15) berechnen kann. 

Mit Hilfe des Protonensynchrotrons erzeugt man hochenergetische Pro- 
. tonen. Die Strahlenweiche bringt abwechselnd Protonenströme in die 

eine oder andere Richtung, so daß sie gegeneinander gelenkt werden kön- 

nen.. Der eine Strahl. stellt dann das bewegte Target des anderen dar. Um 

eine hinreichende Ausbeute der Stoßprozesse zu erzielen, müssen Teilchen- 
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strahlen hoher Dichte, also möglichst große Teilchenströme, zur Verfügung - 
stehen. Das ist die Aufgabe der Speicherringe, die bei extremem Vakuum 
diese Teilchenzahlen ansammeln. . ee 
Trotz einer Speicherung von Protonenströmen der Größenordnung von 
etwa 20 A über 24 Stunden ist: die Ereignisrate noch etwa 10° mal so klein 
wie beim Beschuß eines ruhenden Targets, das eine viel größere Dichte 
hat. Ohne Speicherung wären die Stoßausbeuten aber praktisch gleich 
Null. Bi Be 
In Nowosibirsk ist ein Protonen-Antipretonen-Speicher im Bau, so daß 
Beschleuniger und Speicher in einem Gerät untergebracht werden können, 
Mit Elektronen-Positronen-Speicherringen wird dort bereits gearbeitet. 


9.10. _ Doppler-Verschiebung der Spektrallinien 


Beim Auftreten des Doppler-Effektes in der Akustik spielt das Medium 
(als Bezugssystem) zwischen Schallquelle und Schallempfänger eine bevor- 
zugte Rolle. Ein entsprechendes tragendes Mediüm („Äther‘‘) gibt es im 
Falle der Liehtausbreitung nicht. Für die Lichtausbreitung im Vakuum 
sind alle Bezugssysteme gleichberechtigt; in jedem System mißt man den- 
selben Wert von ce unabhängig vom Bewegungszustand der Lichtquelle. 
Es spielt allein die Relativbewegung zwischen den beiden Systemen Licht- 
emitter und Lichtempfänger eine Rolle. 

Die Geschwindigkeit zwischen Erde (Empfänger) und Fixstern (Sender) 
sei v. Die Schwingungsdauer des ausgesandten Lichtes sei auf dem Stern 
T’; auf der Erde mißt man T. Es wird ein Punkt auf der Wellenfläche des 
Lichtes zur Zeit t betrachtet, der die Abszisse x im ruhenden Koordinaten- 
system besitzt. Die Transformation ist dann durch die Beziehung (3.13) 


t RAR 
4 
GET 
Pr x 
cr 


gegeben. Nach Ablauf einer Schwingungsperiode T hat t’ um T’ zugenom- 
men. Überdies hat sich die Abszisse x um die Wellenlänge A = c T': ver- 
kleinert. Für diesen Zeitpunkt lautet die Transformationsformel somit 
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Die Differenz der beiden Gleichungen führt zu 


Mit 1/7 =vund1/T’=v folgt 


©. 

1 

© 
vV=» as 
Me E 

€ 


also eine Verkleinerung von», d.h., es handelt sich um eine Rotverschie- 
bung. 

Im umgekehrten Fall, wenn sich Empfänger und Sender einander nähern, 
liegt eine Violettverschiebung vor. : De \ 
Bewegte und-ruhende Quellen sind völlig gleichwertig, was durch die Sym- 
metrie in der Gleichung RER = 


‘zum Ausdruck kommt. Der Doppler-Effekt beruht einerseits auf dem 
Größerwerden des Abstandes zwischen Quelle und Empfänger während 
' einer Schwingungsperiode des Lichtes, andererseits aber auf der relativi- 
stischen Zeitdilatation beim Übergang zwischen zwei bewegten Systemen. 
Obige Beziehung für v’ ist ein Spezialfall der Beziehung (6.4). 


i 2 } 67 
2.00% = .%W 

1 —cosa i j 1-7 
2 € £ Pa © 


 wenn& = 0 bzw. a’ —=0 ist. 


9.11. Aberration, Doppler-Effekt und relativistisches Raumfahrzeug 


'Relativistische Effekte werden um so größer und damit deutlicher, je 
weniger sich die Geschwindigkeit v eines bewegten Systems (bzw. die 
Relativgeschwindigkeit v zweier bewegter Systeme) von der Vakuum-Licht- 
‚geschwindigkeit unterscheidet. EE 


N 
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Für einen mit v = 77 [o bewegten Kosmonauten!) et sich das Bild 


des Sternhimmels, und zwar sowohl bezüglich der Sternverteilung als auch 
bezüglich der zu beobachtenden Wellenlängen oder Frequenzen der SER 
tren. 

Angenommen, ein ruhender Beobachter nehme eine gleichmäßige. Ver: 
teilung der Sterne im Raum wahr. Für einen bewegten Beobachter fällt 
das Licht eines Sterns aber unter einem anderen Winkel ein (Aberration). ; 
Ihm erscheinen die Sterne daher in einer anderen Anordnung. Blickt erin 
Fahrtrichtung, so scheineri- die Sterne dichter zu liegen; blickt er zurück, 
' so’ stellt er den entgegengesetzten Effekt fest: die Sterne rücken zum Blick- 

feldrand auseinander. 

Der Halbraum 2 r schrumpft zu einem Kegel zusammen, dessen Winkel 
an der Spitze von v/c abhängt. Nimmt man eine Reisegeschwindigkeit 


von» = 5 c an, so ergibt sich als (relativistische) Aberration (6.22): u 


|® 


Daraus folgt x = 53, 1°. 
Der Gesichtskreis von 180° im \ Meridian Secheiit nunmehr unter 136,9°. 
Bei größeren nn ‚schrumpft dieser Gesichtswinkel weiter 


zusammen: Für v— — 5138 = 0,866 c ergibt sich 30°, für v = 0,95 v folgt‘ 


18,2°. Beiv= (2 a dieser Winkel auf Null zusammen. 
Betrachtet man nunmehr einen Fixstern, den das Seen Baum- 
schiff passiert, so erscheinen dem bewegten Beobachter auch die Frequen- 
zen der Spektrallinien gemäß der Doppler-Beziehung (6.4) geändert: 


R 2 
® er v 
1—-.—c03& 1-7 
’ . © \r { EN. 
vr = —— oder vv =ı 
v 
RE 1-+— cos «’ 
"® ur ee 


Für eine bestimmte Geschwindigkeit existiert allerdings ein Winkel, unter 
dem der ruhende und der bewegte Beobachter: dieselbe Frequenz einer 
Spektrallinie beobachten. . Er kann aus der vorstehenden Frleiohnug für 


: 4) Zur Frage des Bnergiebedaries bei solchen Boöilogesch windigkeiten siehe 
9. 15. und 9.16. 
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y’ mit v’ = v berechnet werden. So ist zB. biv=— c 


5 
v2. : 
| Eee is 1-38 _05 
Ba er u, 
E 


also im ruhenden System:a = 45°; 
im bewegten System: « = 135°. 


(Für — -5 V3 folgt a = 54,7°; im bewegten System « = 125,3°.)° 
Dem in Fahrtrichtung blickenden Kosmöonauten [v pe 3 €.) erscheinen die 


‘Spektrallinien von höherer Frequenz. Für & = 135° mißt er dieselben 
Frequenzen der Spektrallinien wie ein ruhender Beobachter. Für« < 135°. 
mißt er hingegen höhere Frequenzen (Violettverschiebung). Blickt der 
Kosmonaut in die Rückwärtsrichtung, so mißt er innerhalb des für ihn 
. sichtbaren Kegels («x < 135°) geringere Frequenzen als der ruhende Be- 
 obachter (Rotverschiebung). . 

Das bedeutet, daß der Kosmonaut eine Veränderung im Spektrum des 
Fixsternes beobachtet. Er stellt bei Annäherung — als Funktion von ß 
und & — eine Verschiebung des Spektrums fest, das ja unterschiedliche 
Anteile der einzelnen Spektralkomponenten enthält. So wird z.B. bei 
-- Annäherung auch ein Teil der Infrarotstrahlung sichtbar, während der 
Ultraviolettbereich in den „Röntgenbereich“ rückt und in der „Rück- 
blickrichtung‘‘ sichtbar wird. (Ausgenommen ist hierbei die Beabach: 
tungsriehtung, für die v' = vist). 


9.12. _ Doppler-Effekt und Mößbauer-Effekt 


Der Doppler-Effekt tritt auf, wenn zwischen einem Signalgeber (Sender, 
Emitter) und Empfänger (Absorber) eine Relativgeschwindigkeit vor- 
handen ist. Man mißt dann eine Frequenzänderung Av bzw. eine relative 
Frequenzänderung Av/v.  . 

Unter dem Mößbauer-Effekt!) versteht man die rückstoßfreie - Kern- 
resonanzabsorption. Unter bestimmten Bedingungen können Atomkerne, 
die ein y-Quant einer definierten Energie emittieren, diese Quanten auch 
absorbieren. Voraussetzung dafür ist, daß Emitter und Absorber Atom- 


2) Benannt nach RupoLr L. Mösssavsr, der diesen Effekt 1958 fand und 
dafür 1961 den Nobel-Preis für Physik erhielt. 
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kerne gleicher Protonen- und Neutronenzahl sind, die keine {oder nabesn 
keine) Rückstoßenergie abgeben bzw. aufnehmen. 


Die Überführung eines Atomkernes aus dem Grundzustand in einen ange- 
regten Zustand (Resonanzabsorption) ist nur möglich, wenn Sender und 
Empfänger nicht verstimmt sind. Ein Absorptionsakt, d.h. Aufnahme 
des y-Quantes’durch einen absorbierenden Kern, findet nicht statt, wenn 
das ankommende Quant auf den Kern noch kinetische Energie überträgt. 
Man muß dafür sorgen, daß der Atomkern beim Absorptionsakt nicht „aus- 
weichen‘ kann. Andererseits darf auch der emittierende Kern infolge der 
ihm durch Rückstoß (Impuls) erteilten. kinetischen Energie nicht aus- 


weichen, da sonst dem y-Quant ein. geringerer Energiewert zur Verfügung 


. steht, auf'’den der Absorber nicht anspricht. Dürch Anwendung des Dopp- 


ler-Effektes wird also die Kernresonanzabsorption aufgehoben. Die er- 


haltene Meßkurve entspricht etwa der Form der emittierten y-,,Linie“. 
Bemerkenswert ist, daß zur Aufhebung der Resonanzabsorption nur kleine 
Relativgeschwindigkeiten in der Größenordnung von einigen Millimetern 
in der Sekunde erforderlich sind. Das hängt damit zusammen, daß die 
y-Linien außerordentlich scharf sind, d. h., daß sie eine geringe Halbwerts- 
breite!) besitzen. 


Je schärfer die Linien sind, d. h., je geringer dis natürlichen Linienbreiten 

sind, desto größer ist die Genauigkeit, mit der relative Frequenz- bzw. 

Energieänderungen gemessen werden können. Bei einer vollen Linien- 

breite bei dem 129 keV-Übergang des angeregten '33Pt-Kernes ergibt sich 
mit der Linienbreite AE = 5 -- 10°%eV eine Genauigkeit 


AE -. 5:10%eV 
ee en A 11, 
E— 120000ev 7410 


Der angeregte "7sPt-Kern entsteht durch ß-Zerfall des '%2Ir.2) 


Besondere Bedeutung hat der 14,4 keV-Übergang von }2Fe erlangt. Hier 
ist die primäre Quelle‘ der Positronenstrahler 37Co. Das diesem Über: 
gang entsprechende y-Quant hat eine wesentlich geringere Linienbreite; 
außerdem entfällt bei dieser Mößbauer-Quelle die Kühlung. ‚Für 5”Fe ist 
ABJE = 3. 108, 


1) Halbwertsbreite: die bei der halben maximalen Linienintensität gemessene 
Breite des Linienprofils. Nach Abb. 18 ist die Halbwertsbreite etwa 5. 10" eV, 
was gleichbedeutend mit der natürlichen Linienbreite ist. 


2) y-Quanten werden von dem dürch Kernzerfall entstehenden Tochterkern 
emittiert. Man verwendet im vorliegenden Fall. also ein Pt-Target als Ab- 
sorber.. 
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Die vorstehenden Betrachtungen zeigen, daß man den Mößbauer- Effekt 
in Verbindung mit dem Doppler-Effekt zur Messung geringster Frequenz. 
.und Energieänderungen einsetzen kann. 
Der Impuls 9 = m v und die (klassische) kinetische Energie En = m v2/2 
‘ sind durch die Beziehung (4.31) verknüpft: 


2 


EN 
Exin om 


Der Taitdle 2 des y- -Quantes istdurcchp =h vie gegeben. Dadurch würde 
ein Atomkern i im freien Zustand die TROERUORSDIEI 


hy 


Eın = >—— 
kn Tom cr 


(9.16) 


erhalten. ‚Damit-Emitter und Absorber nicht verstimmt. werden, sondern 
tatsächlich in Resonanz sind, muß Ey. vernachlässigbar klein gemacht 
‚werden. Das erreicht man, indem man die emittierenden und absorbieren- 
den Atomkerne in ein Kriställgitter einbaut. In diesem Falle würde der 
Rückstoß (Impuls) dem m Gitter der großen Masse M erteilt 
werden: 


(hr)? 


Ber TE 


(9.17) 
Das aber heißt, daß die kinetische Energie der Translation wegen M > m 
: vernachlässigbar ist. Im allgemeinen kann aber die Rückstoßenergie den - 
:. Kristall auch zu Schwingungen anregen. ‚Um‘das zu vermeiden, bringt 
man nach MösszAvze in vielen Fällen Emitter und Absorber auf tiefe Tem- 
peraturen (eingefrorener Kernrückstoß). 
Mißt man nun mit einem Zählgerät die vom Absorber ES TERAR Zahl 
der y-Quanten, so ergibt sich, daß die Durchlässigkeit (Transmission) für 
die betreffenden Absorber etwa 99%, beträgt, wenn die Relativgeschwin- 


digkeit zwischen Quelle und Absorber v = 0 ist (Abb. 9.7); es wird also 


etwa 1%, der Intensität absorbiert. Ist eine Relativrbewegung zwischen 
Quelle und Absorber vorhanden, so wird die Resonanzabsorption weniger 
wahrscheinlich, es werden also in diesem Fall mehr Quanten den Absorber 


: passieren. Die Transmission nimmt mit wachsender Be een 


digkeit zu. 

Auf diesem Gebiet ist damit die zur Zeit höchste Meßgenauigkeit i in der 

Physik erreicht worden. ‚Man mißt meistens nicht die Verschiebung des. 

 Maximums des Linienprofils (Abb. 9.7), sondern die Änderung der Zähl- 
rate (Intensität) im Wendepunkt, also an der steilsten Stelle der Kurve. 
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Abb, 9.7: 


Liegt für v = 0 bei den Messungen einzelner Effekte das Minimum nicht . 
an dieser Stelle, so erteilt man der Quelle eine gewisse Geschwindigkeit, 
um durch diesen aufgeprägten Doppler-Effekt die Verschiebung AE/E 
= v/c bzw. Av/v = v/c quantitativ zu bestimmen. Hierbei ist darauf zu 
achten, daß sich bei der Bestimmung von AE/E Quelle und Absorber in 
horizontaler Anordnung befinden: Der Gravitationseinfluß (siehe $. 134) 
muß ausgeschaltet werden. Des weiteren müssen sich Quelle und Absorber 
auf derselben Temperatur befinden. Schließlich dürfen keine Inhomo- 
genitäten oder Verunreinigungen im Absorber vorhanden sein: Die che- 
mische Verschiebung (chemical shift) muß vernachlässigbar sein. 


Es sei noch vermerkt, daß ein quadratischer Doppler-Effekt (s. Abschn. 
6.2.) möglich ist, wenn sich. Quelle und Empfänger auf verschiedenen 
Temperaturen befinden. Die Größe der Verschiebung der Meßkurve ist 
dann unmittelbar ein Maß für diesen Effekt. 


Das ‚Absorptionsvermögen wird durch den Wikiikönsgschnitt co. charak- 
terisiert. Für v = 0 wird der maximale Wert, der Resonanzquerschnitt 
Ores, erreicht. Der Wirkungsquerschnitt hängt von v» bzw. von Av/v ab, 
gemäß der Resonanzformel 


; Ores er 
[in | 019). 
+ 


. Hierin bezeichnet J' die Schärfe (Halbwertsbreite) der Resonanzlinie. 
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9.13.  Quasare und relativistische Fluchtgeschwindigkeit 


Quasare sind sternähnliche Objekte, die in den letzten Jahren entdeckt 
wurden und deren Erforschung noch im Anfangsstadium steht. Diese 
Objekte sind durch eine intensive Radiostrahlung gekennzeichnet und 
zeigen sehr große Rotverschiebungen, die den größten derzeit bekannten 
Fluchtgeschwindigkeiten entsprechen. 

‚ Vor der Entdeckung der Quasare betrug die größte bekannte Rotverschie- 
bung AA/A = 0,46. Nach der klassischen Beziehung ergibt sich daraus 


‘als Fluchtgeschwindigkeit v = 0,46 c = 138000 kms!. Bei den Quasaren 


wurden sogar Rotverschiebungen bis AA/A = 2,2 gemessen. Hieraus würde 
bei Anwendung der klassischen Beziehung eine Überlichtgeschwindigkeit 
v = 2,2 c = 660000 kms”! resultieren. Es ist ersichtlich, daß die klassische 
“ Formel v = (AA/A)-c nur für kleine Fluchtgeschwindigkeiten bzw. für 
AA 1 angewendet werden darf. Die relativistische Formel hingegen 
gilt allgemein und läßt keine Überlichtgeschwindigkeiten zu. Man findet 
1-+vfe 

1.— vle' 

Mit Av = MlA=z und # - 9) = Arfv, = wo) — 1 folgt also all- 
gemein für die Rotreischlebung = 


_A 4/1 vle NE | 
+ Ve . : (9.19) 


bzw. für die (radiale) Fluchtgeschwindigkeit 
® 22-22 _ (d+2%—1 
ce 272212 Arber 


Während für z= l’nach. der klassischen Formel » = c folgen Sünde; 
liefert die relativistische Beziehung für z=1 nur v = 0,8e; fürz=2 
folgt v = 0,8 c; für 2 = 3 entsprechend v = 0,883 c und für 2 = 4 schließ- 
. lich v =.0,924 c. Hiernach wird v = c erst für den Grenzwert AA/A — oo 
erreicht. 

. In Abb. 9.8 ist die (radiale) Fluchtgeschwindigkeit für die klassische und 
die relativistische Beziehung der Rotverschiebung dargestellt. 
Beobachtungen an Qüasaren können (möglicherweise) Entscheidungen 
über die Brauchbarkeit verschiedener kosmologischer Modelle bringen. 

In hinreichend starken Gravitationsfeldern werden Lichtstrahlen so stark 
gekrümmt, daß die emittierte Strahlung zum betreffenden Objekt (hin- 
reichend großer Masse bzw. Dichte) auf elliptischen Bahnen zurückkehren 
kann. Solche Objekte bleiben für einen irdischen Beobachter unsichtbar. 
Das ist der Fall für Sterne vom Durchmesser unserer Sonne, wenn deren 
Masse größer als die 400 000fache Sonnenmasse ist. 


sie aus dem relativistischen Doppler- Effektv=», 


0. 20). 
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2 
= 2+22Z 
relativistisch = 222 


Fhtgeschinägteit? =flz) 
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9.14. Die Begrenztheit klassisch-physikalischer Gesetze 

Das Relativitätsprinzip besagt, daß die physikalischen Gesetze unabhän- 
gig vom Bezuügssystem gelten; mit anderen Worten: die physikalischen _ 
Gesetze müssen in jedem Bezugssystem dieselbe Form haben. 

Die klassisch-physikalischen Gesetze sind von begrenzter Gültigkeit, wenn 
sie die Forderung des Relativitätsprinzips nicht erfüllen. Die Gesetze 
müssen invariant sein. Das bedeutet z. B., daß in den physikalischen Ge- 
setzen keine Geschwindigkeiten v>c vorkommen können. Aus diesem 
Grunde sind eine Reihe von klassischen Beziehungen so abzuändern, daß 
stets v = c.bleibt und für v/c <1 der klassische Grenzfall gilt. 


Beispiel 1: 


Aus den klassischen Gleichungen für den freien Fall 


v=yY2gh und v=gt 


würde folgen, daß v ‘beliebig große Werte annehmen könnte, also auch 
:9»> c.. Diese Gleichungen erweisen sich aber als Spezialfälle für v nn 
wenn man sie relisırinasch herleitet (Ausführung: Aufgaben 11.). 
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Beispiel 2: 


Aus der Ziolkowskischen ee zur RE der End- 
geschwindigkeit a, einer Rakete mit der Endmasse M,, 


a 
% = win A 
2 . M, 


würde ebenfalls folgen, daß man mit einer großen relativen Ausströmungs- 


geschwindigkeit w und einer hinreichend großen Anfangsmasse M,„ auch .. 


u, > c erreichen könnte. Man muß aber das Gesetz v < c-berücksichtigen 
und gelangt dann zu einer relativistischen Raketengleichung, die die klas- 
sische Gleichung als Sal enthält Gene Aufgaben 12. . 


Beispiel 3: 


Da sich die klassischen Gleichungen für den reisen Fall aus dem klassischen - 
Energiesatz der Mechanik 


WE i 


herleiten lassen und die daraus folgende Beziehung v = Y2gh. wegen 
v < c abgeändert werden muß, hat man auch eine relativistische ae 
: gleichung zu verwenden (Aufgaben 11). \ 


Beispiel: 4 


Alle klassischen Beziehungen, die ünter Verwendänk des begrenzt gültigen 
‘Ausdruckes für die kinetische Energie Exn = m v?/2 hergeleitet wurden, 
müssen durch die relativistische kinetische. ‚Energie 


Exin = (m un m.) c? 


verallgemeinert werden. 
Darüber hinaus hat man auch die relativistischen. Austäcke für andere 
Größen (z. B. Kraft und Impuls) zu verwenden. 

Diese Tatsachen müssen beachtet werden, wenn man die allgemeine (zeläti- 
vistische) Bewegungsgleichung eines Teilchens in einem (homogenen) elek- 
trischen oder ee Peld. aufstellen will aateaben 4.). 


9.15. Zum „Zwilings“ - oder „Uhrenparadoxon“ 


Das Zwillingsparadoxon besteht darin, daß von zwei nieiekelngeh Men- 
schen derjenige weniger rasch altert, der in einem hinreichend schnellen 
Raumfahrzeug eine Reise unternimmt. Es erscheint sonderbar oder wider- 


9. Beispiele und Anwendungen 157 


sinnig (paradox), wenn ein Weltraumfahrer, der- eine ausgedehnte Reise in 
einem relativistischen Fahrzeug hinter sich hat, bei der Rückkehr seinen 
Zwillingsbruder oder seine Kinder (und Eindeakinder) vorfindet, die älter 
als er selbst sind. 

Das eigentliche Paradoxon (in der SRT) ist darin zu sehen, daß mar zu der‘ 


umgekehrten Aussage über das Altern kommen könnte, wenn man das 
Raumschiff als „ruhend‘‘ und die Erde als bewegt betrachtet. Tatsäch- 


lich aber sind beide Bezugssysteme nicht gleichwertig, da die Kosmonau- 


ten das Inertialsystem wechseln und Een durchstehen 
‘ müssen, die Erdbewohner hingegen nicht. 
Von den Zwillingsbrüdern A und B startet 4 mit einer „Einstein-Rakete“ 
zu einem Stern, der 40 Lichtjahre entfernt ist, während. B auf der Erde 
zurückbleibt. Die Rakete soll eine mit c vergleichbare Geschwindigkeit v 
haben ( 3): Da die Zeit in beiden Systemen unterschiedlich schnell 
abläuft, und zwar im System A langsamer als in B, ergibt sich die Frage, 
um wieviel B gegenüber A rascher altert. 


: Bei LAnpau und Rumer [3.14] wird darauf hingewiesen, daß es falsch wäre, 


'. zu folgern, ein 40 Lichtjahre (lj) entfernter Stern könne nicht früher als 


nach 40 Jahren (a) erreicht werden. Eine solche Folgerung berücksichtigt 
nämlich nicht die mit der. Bewegung verbundene Zeitdilatation und nicht 
das System, von dem aus die Zeitmessung erfolgte.. Wenn ae die Bakete 


mit v = ze zum 40 ij entfernten Stern bewegt, so wird — vom Stand- 
punkt des Erdbewohners A — der.Stern in 50 a erreicht: 

. Das = wäre 40 a unterwegs, das Raumschiff ist 20% IALBNUNEE so daß 
es 40 2a = 50 & benötigt. 

Für a Zwillingsbruder B verkürzt sich beiv = - c die Zeit: im Ver- 


hältnis 1: /1 — v2/e = 10:6, d. h., er landet auf dem Stern — wenn über- 
haupt möglich — nicht nach 50 a, sondern nach 50 a: 6/10 = 30a. 


: Während für den Zwilling A auf der Erde zwischen Abreise und Ankunft. . 


100 a vergehen, zeigt die „Uhr‘‘ des en B nur 60 a an; d.h., erist 
40 Jahre jünger geblieben. 


In diesem Beispiel wurde von den Beschleunigungsphasen abgesehen (s. 
dazu 9. 16.). Bei dieser Darstellung des „Zwillings-“ oder „Uhrenpara- 
doxons“‘ erhebt sich die Frage, ob denn — wegen der Relativität der Be- 
wegung —. nicht mit demselben Recht gesagt werden kann, daß auch B 

‚in bezug auf den Kosmonauten. A weniger gealtert sei; denn man könnte 
ja auch den Kosmonauten A als ruhend und B als in Bewegung befindlich 
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betrachten.!) Diese Frage besteht nicht zu Recht: Das Uhrenparadoxon 
mit: dem Zwillingsbeispiel ist nur in der speziellen Theorie paradox; es 
kann nur im Rahmen der allgemeinen Relativitätstheorie gelöst werden, 
worauf Max Born ([1.7], 8.251) hinwies. Bei dem Zwillingsbeispiel handelt 
es sich nicht um zwei gleichberechtigte Inertialsysteme, da ja das wei: 
raumschiff. Beschleunigungen erfährt. 


Man darf bei dem Beispiel also nicht annehmen, daß es sich für A und B 
. um zwei gleiche Systeme (Inertialsysteme) handle; denn der eine Beobach- 


ter B ruht in einem System, während der andere. Beobachter 4 Beschleuni- 
gungen unterliegt. (Nur .bei zwei gleichberechtigten Inertialsystemen kann 
A gegenüber B, aber genausogut B gegenüber A dieselbe Zeitdifferenz je- 
weils mit Bezug auf sich selbst feststellen.) 

Daß der Zeitablauf in einem hinreichend schnell bewegten Raumschiff 
langsamer als im Rulisystem erfolgt, kann man nach Eınsteix durch 
folgende Zeichnung veranschaulichen (Akb. 9.9): 


Ruhende Uhr 
(Start, Landung) 


Bewegte Uhr 


Abb. 9.9 


Der ruhende Beobachter registriert für die Zeit eines von der oberen Platte 
(Abstand 15 cm von der unteren) registrierten Lichtsignals Ins = 10°? s, 
während die bewegte Uhr langsamer geht. Für die bewegte Uhr gilt 
e=y®—v=cy1—P®; d.h., sie ist um den Faktor &/e = /1.— ß? 
gegenüber der ruhenden verzögert. 

Für die Zeitintervalle gilt entsprechend (3.17) dt’ = fl. — ß? dt. 

Da die bewegte Uhr beschleunigt und gebremst wird, gilt das spezielle 
Relativitätsprinzip nicht, wonach zwischen „Ruhe“ und N 
nicht zu unterscheiden wäre, 

Es soll nun die Frage nach dem sich einstellenden Altersunterschied zwi- 
schen den beiden Brüdern erörtert werden, von denen einer auf der Erde 
bleibt, während der andere eine Weltraumreise unternimmt. Im Unter- 
schied zum eben betrachteten Fall.(v = consi) soll das Raumschiff nun- 


» Würde jeder der beiden Brüder den anderen (und dessen Uhr) vermittels 


einer Fernsehübertragung auf einem Bildschirm beobachten, so könnte 
jeder vom anderen feststellen, daß der andere jünger geblieben ist. Das 
gilt. bei gleichförmiger geradliniger Bewegung aber nicht mehr in der all- 
gemeinen. Relativitätstheorie. ee 
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mehr permanent eine beschleunigte Bewegung ausführen, wobei die Be- 
schleunigung gleich a sei. Die vom Reisenden festgestellte Geschwindig- 
keitszunahme ist dv = ad’, die auch ein mit gleicher Geschwindigkeit 
parallel in einem anderen Schiff befindlicher Beobachter messen würde. 

‘ Man hat das Additionstheorem der Geschwindigkeiten auf v + dv anzu- 
wenden, das ja mit der Zeitdilatation zusammenhängt; vgl. (3.33) 


ta tet, we e 
ae adt ; Er 
=vu-— “a dr’ + ade — 7@ arı. 


Das Glied mit der von zweiter Ordnung Krainen Größe in di’ wird vernach- 
lässigt, so daß man für dv erhält: 


dv = ad’ (1 — 3%). 


; ® a8 Id . i 
Mit $ = zu also TaeTT: erfolgt die Fans der Variablen 
dB a, 
Bee 


so daß integriert werden kann: 5 
ö a 
artanh ß St +6. 


Die Integrationskonstante verschwindet, da für # = 0 die Geschwindig- 
keit v0 = 0 sein soll.. 
Damit. erhält man 
EN A et (9.21) 
€ c 
Es soll.nun noch eine Näherung für große Werte v durchgeführt werden. 


Mit tanh z = sinh z/cosh z folgt 


© g= Cem u ei (0.22) 
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Daraus ergibt sich für hinreichend große Werte v | 
._2ar ar ; 
Bus a ind Segen. (9.23) 
rag . 
Für die Berechnungen ist es zweckmäßig, a/c.= 1 Liehtjahr zu wählen; 
das entspricht einer Dauerbeschleunigung von u = 9,52 ms? »2g. In der 
"nachstehenden Tabelle sind für einige Reisedauern — nach der Borduhr 
des Raumschiffes — die zugehörigen Zeiten t des un 8 angegeben: 


at’ 
‚\t= v cosh * — 
© 


(gemäß der exakten Beziehung 9.27) sowie 
.0,5: eatIe 


gemäß 5 I: Die sich durch Differenzbildung Seen Ahsmualen 
schiede At = i — !’ sind in der.letzten Spalte aufgeführt. _ 
. Die Entfernung des Raumfahrers von der Erde berechnet man aus 


Bdr al Bidß . 
Se  . mer a a-Bm 


le 


a. 
— es | 
8 ST, e n E (9.24) 
Man findet, daß ein Raumfahrer nach #° = 3 Jahren eine Geschwindigkeit 
erreicht hat, die durch $ » 1 — 0,005 gekennzeichnet ist, daß.er also bis 
auf 0,5%, der Lichtgeschwindigkeit' nahegekommen ist.. Er ist zu dieser 
Zeit s »» 10.1j von der Erde: entfernt und langsamer gealtert als sein auf der 
Erde zurückgebliebener Bruder (und andere Erdbewohner).. Verringert 
die Rakete nach !’ = 3 Jahren ihre Geschwindigkeit, so daß nach weiteren 
3 Jahren v = 0 ist, so hat der Reisende sich s »z 20 1j von der Erde ent- 
. fernt. Kehrt der Reisende um und legt die Rückreise unter denselben: 
Bedingungen zurück wie die Hinreise, so landet er nach insgesamt . 
t' = 12 Reisejahren. Der Bruder auf der Erde ist inzwischen um i = 27 
Jahre älter geworden. Es Gebe sich also ein Altersunterschied von 15 
Jahren.) 


1) Vgl. hierzu O. ScHERZER: „Anschauliches zum  Zwillings- ‚Paradoxon“. 

. ‚Physik. ‚Bl. 16 (1960) 149— 153. 

. Dort wird auch die Frage erörtert; daß ein Weltraumfahrer mit der Ge- 
schwindigkeit » = 0,995 e in ca. 30 a ein sich mit der Lichtgeschwindigkeit € 
ausdehnendes Weltall umfahren. könnte. Das entspräche einer Zeit von 
etwa 1012 Erdenjahren. 8 
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' Für kleine Werte a t’/c verwendet man an Stelle der Näherungsbeziehung 
(9.24) die exakten Relationen (9.32) bzw. (9.33). 


at’ 


u a . —. 

v t=tcosh . E=0.0,5:8° Adt=t—t 
0,5 0,5638 0,4122 0,0638 
1 1,5431. 1,3591 0,5431 
2 7,5244 : 7,3891 5,5244 
3 30,203 30,129 27,203 
4 109,233 109,196 . 105,233 
5 371,050 371,033 366,050 
6 1210,3 1210,3 . 1204,3 
8 11924 11924 : 11916 
ze .110132 : 110132 110122 


ui 


Abschließend muß darauf hingewiesen werden, daß diese Ergebnisse sich 
wohl niemals in der Praxis verwirklichen lassen. Selbst wenn man an- 
- nehmen. würde, daß sich Photonen-Raketen mit einem idealen energeti- 
schen Wirkungsgrad realisieren ließen, gilt für die Raketenmasse M stets 


der Impulssatz: e 
a 


Mad! +cdM=0; M=M,e °. 


Während der Dauer t’ der Beschleunigung nimmt die Raketenmasse pro 
Reisejähr des Raumfahrers (mindestens) auf den e-ten Teil ab. Bei einer 
Beschleunigungsdauer von ?’ = 2 a ist der ‚‚Altersgewinn‘ gegenüber dem 
Erdbewohner noch nicht ‚nennenswert. Beginnt nach. !’ = 2a das Ab- 
bremsen und danach die Rückkehr, so sind bei der Landung für den Welt- 
raumfahrer f — 8 a vergangen, während der Erdbewohner um At = 4,443 
älter. geworden ist. Die Rakstenmasse ist aber während !’ = 8 a insgesamt 
auf mehr als M= M,- e®= M,- 3,35 10"2abgesunken. Für diese Reise wäre 
also eine enorme Energie E= Am c? (mit Am = M, — M) erforderlich. 
Eine wesentliche Erhöhung von g dürfte kaum in Frage kommen. Län- 
DAU und RUMER geben an, daß man für eine Rakete einer Masse von nur 
einer Tonne bei einer Geschwindigkeit v = 2,6 - 101% cms”! während eines 
Reisejahres #’ = 1a etwa 250 - 1012 kWh an Energie brauchen würde. 
Diese Energie wird auf der Erde erst im Verlaufe mehrerer Jahre erzeugt! 
Hierbei ist der Energieverbrauch noch nicht berücksichtigt, den man auf- 
wenden muß, um von v=0 auf v = 2,6 - 101% dms”! zu.kommen und 
später wieder abzubremsen. ‚Diese Energie würde.den angegebenen Ener- 
giebetrag um das 200fache übersteigen. Bedenkt man, daß die Ausströ- 
mungsgeschwindigkeit einige 10*mal so klein ist wie die Lichtgeschwindig- 
keit, so erkennt man, daß "die erforderliche Taken nicht zur Verfügung 
stehen dürfte. 
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9.16. Möglichkeit oder Unmöglichkeit einer Fixsternreise 


Die folgenden relativistischen Betrachtungen beziehen sich auf das Pro- 
blem einer Reise zu dem der Erde nächstgelegenen Fixstern «-Centauri. 


‘ Dieser Stern 'hat von der Erde eine ‚Entfernung von 4. 101km oder 4,21; 


als Lande- und Startplatz dürfte ein Fixstern selbstverständlich undisku- 
tabel sein. 
Bei der Erörterung der „Reisemöglichkeiten“ AR u. ch auf Hinder- 
nisse und Oefahren hingewiesen werden,!) die nicht ohne weiteres über-. 
wunden werden können: interstellares Gas, kosmischer Staub, Meteorite.. 
Die interstellaren Wasserstoffkerne treffen. bei (Relativ-)Geschwindig- 
keiten, die nur wenige Prozente unter der Lichtgeschwindigkeit liegen, mit 
Energien von (mindestens) 101% eV auf. Im Weltraum ist die Teilchendichte 
des Wasserstoffes etwa 1 Atom/em®. Die Intensität des Protonenstromes, 
der das Raumschiff trifft, liegt demnach in der Größenordnung von 1010 
Teilchen/em?s. Hierbei handelt es sich: aber um eine hochwirksame (töd- 
liche) Strahlung, deren Intensität 10'!%mal so SroB ist wie die auf die Erde 
einfallende kosmische Strahlung. 
Das bedeutet, daß — außer dem Antriebs- und Kndteisprohlem. —"vor 
allem auch das Abschirmproblem für diese energiereiohs Strahlung gelöst 
werden muß. 
Das Auftreffen von Teilchen staubförmiger Substanzen, deren mittlere. 
Dichte im Milchstraßensystem bei 1025 g em”? liegt — bei mittleren Teil- 
chenmassen von 10°? g bis .10-1!g -—, verursacht Erwärmungen des 
Baumschiffes auf einige hundert Grad Celsius. 
Beim Auftreffen von Mikrometeoriten (Einzelmasse 1 mg) hingegen werden 
bereits Energien frei, die einige Kubikmeter Metall in Dampf verwandeln 
können. 
Es werden zwei Bezabisyelame S und 8’ betrachtet, von denen das Ruhe- 
system 8 die Erde mit dem Beobachter A und das bewegte Bystem S”. 
das Raumfahrzeug mit dem Kosmonauten B darstellt. 
. Der Beobachter auf der Erde mißt die Zeit t, der Kosmonaut die Eigen- 
zeit . Bis zum Erreichen der Reisegeschwindigkeit v — ze wird das 
Raumfahrzeug mit der für den Erdbewohner gewohnten konstanten Ge- 
sehwindigkeitszunahme von etwa 10 ms”? beschleunigt. Die Abbrems- 
strecke wird gleich der Beschleunigungsstrecke gewählt. 
- Die zurückgelegte Entfernung s, die Geschwindigkeit v, die Beschleuni- 
gung a und die Eigenzeit # werden als Funktionen der Erdzeit (t) herge- 
leitet. 


ı) Ryron, 8. M.: Weltraumfahrt mit sehr hoher Geschwindigkeit; Physik. 
BI. 18 (1962) 118-123. 
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Bei der Betrachtung des Zwillingsparadoxons wurde bereits mit Hilfe des 
Additionstheorems die Beziehung v = v(f‘) gefanden (9.21): 


vlt) = otanh 2X. De 25 @. 25). 


Das ist die Endgeschwindigkeit, wie sie sich für den irdischen Beobachter. 
ergibt, wenn die Zeit #’ für den Kosmonauten vergangen ist. 

Diese Beziehung wird in’ der Form (v/c)? = tanh? (a te) benötigt, um die 
Zeit t anzugeben, die für den Beobachter A yagehl, wenn für. den Kosmo- 
nauten B die Zeit /’ vergeht. nn 


Aus t =tyil — ß? bzw. aus der differentiellen Form dr dt Ne — 2 
folgt u 


v er 


(m er a nie, 
Yin tt; ER 

u 0 x 

EZ ai | (9.26) 


Hinweis Man erkennt, daß 
yı. — 28 
güt. Für Ber t' kann man (9.23) verwenden. 


Kehrt man die Beziehung (9.26) um: a ’/c = arsinh (a te); so kan man | 
admit Gl. (9.25) in. v(t) überführen: 


v(t) = c tanh (arsinh (a t/c)) . 


= cosh | Ä (9.27) 


Unter Beachtung von tanhı a — mL ae findet man 


schließlich coshz I + sinh®« 


-"sinh (arsinh S) 


vi) = © 


yı + sinh? (arsinh =) 
Be Mn * | (9.28) 


Y+ 


!) Ausführlich erörtert auf der Grundlage von W. KrANnzeR: Die „Eroberung“. 
. des Weltraumes. Physik. Bi, 231967) Heft 11, 8. 161. Siehe auch. W. Kran- 
zer, Wiss. Nachrichten Nr. 16 (1967) 34. 
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Hinweis: 
- Für atje<1 folgt das klassische rgebnis 
v=4t. 
Die Beschleunigung aft) erzibe sich für den Beobachter A -- durch Ditfe- 
rentiation von (9.28) nach d — zu 


alt) = (9.29) 


Der zurückgelegte Weg s{!) u sich — durch aieBEaAOn von (9. 28) — 


für den Beobächter A zu 
i 


Pre we, | . 
a Ir vr E 
| o-2yı een), (9.30) 


Hinweise: 
1. Füra t/c < 1 folgt die klassische Beziehung 


d.h. 


Puh: 7. 
s=eZzt. 


[7 


2%. Durch Auflösung von (9.28) nach t findet man 


v - 2.5 
ne (9.31) 
=; Substituiert man (9.31) in (9.30), so erhält man mit (9.27) 
s(t) = = ers Be ) u (9.32) 
: a yı = ß? - j 
oder j ö n i 
s(‘) -£ (oosh *; en 1): .— (9.33) 


4, Einsetzen von (9. 3l)i in (9.29) liefert die bereits ne (3.34) gefundene _ 
Beziehung 3 ; 


ae See ern oa 
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Welche Zeit benötigt man, um bei konstanter Beschleunigung a = 10ms-? 
die Reisegeschwindigkeit v = 0, 8c zu erreichen ? Aus Gl. (6) findet man 


mit y — = 3/5 = 0,6 
0,8. 3: 1010 ms“! 


BE. mm . "ss R 
Et: 10ms2.0,6 4- 1075 127 a 


In dieser Zeit wird die Entfernung s(t) (61. (9.32)) 


9.101 m2s2 /5 } 
10m |3 


s= 6: 105m = 0,635]j 


‚$9= 


zurückgelegt.) 

Die Gesamtstrecke für Hin- und Rückreise (2 - 4, 2 1j) gliedert sich in zwei 
Beschleunigungs- und zwei (ebensolange) Abbremsperioden sowie zwei 
Strecken, die mit konstanter Geschwindigkeit zurückgelegt werden. 

. Die vier Teilabschnitte, die mit ungleichförmiger Geschwindigkeit durch- 
flogen werden, haben eine Gesamtlänge von 


4: 0,635 1 = 2,541] .. 


Für den‘ Rest der Gesamtstrecke von 8.4] — 2,541] =5,861j soll 


.v=0,8c sein. Dazu wird vom Standpunkt des Erdenböobachiers 4 die 
Zeit t aus i 


unse: 1. - 


- Die Gesenkreiedestt er beträgt also vom Standpunkt ge Beobachters A 
in= 13253 +4: 1,27 a = 12,40, a 


Infolge der relativistischen Zeitdilatation. folgt für den Köshonasten eine 
. etwas kleinere Reisezeit iz, die sich aus den vier Teilabschnitten ungleich- 
förmiger und zwei Teilabschnitten gleichförmiger Bewegung ergibt. 


Durch Auflösung von (9.27) nach m für einen Bench eu unge bzw... 


Bremsabschnitt 


1) Zur rinnerung: 1 y = 9,4605 . 1015 m = 9,4605. 10'?km = 0, 3068 pe. 
la = 365. 864008 = 3, 15. 107 8 


. Das bedeutet, daß 2/3 der ursprünglich mitgeführten Masse — und zwar 


. Wenn sich dieser Vorgang wegen: zweimaliger Beschleunigung und zwei- 
: .maliger Verzögerung wiederholt, so ist die Masse des Raumfahrzeuges nur 


- dauer erforderlich wäre, um zunächst die Lichtgeschwindigkeit zu erreichen, 
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Mitt=4:.10°s und atje—= 4]3 = 1,33 ergibt sich 


3.108 mal 5 
m Fe Eee en Pa pe 7 
no (4+ 1 I 3.1075. 1,0986 


e = 3,296 - 1075 8 1,047 a. 


TER 


Für die vier Perioden vergehen also 4,18 a. 


Hierzu muß man noch die Zeit nn die unbeschleunigte Reisestrecke 


addieren. 
Da ti = 7,325 a; folgt v BERN vor — f? = 7,325 &- I =4305.. 
Damit dauert die "Beise für den Kosmonauten 

= 4,183 4 4,3095 a = 8,5750. 


Bei der Hrörterung solcher Reisemöglichkeiten oder anmöplehkeiten 
darf das. Problem des Energieaufwandes nicht außer acht bleiben. Bis _ 
zur Erreichung von v = 0,8 c ist die Ruhmasse bereits beträchtlich an- 
gewachsen: 


mit dem Wirkungsgrad 1 — in Energie umgewandelt werden müssen. 


(2/3) » 0,2 mal so gering wie die der Startmasse. Das heißt aber, daß 80% 
der gesamten Masse (mit dem Wirkungsgrad 1) in Energie verwandelt 
werden müßten, was wohl als unmöglich angesehen werden darf. 


Die Reisezeit tr 1äßt sich nur unwesentlich verkürzen, wenn man bei- . 
spielsweise als Reisegeschwindigkeit v = 0,9 c oder sogar v = 0,95 c wählt 
und dabei evtl. noch für die vier Beschleunigungsperioden eine (etwas) 
höhere Beschleunigung als die gewohnte zuläßt. Dabei wird aber dann die 
Energiebilanz noch schlechter. Eine Reise mit v.= c ist unmöglich, da aus 
G1. (9.31) folgt, daß in diesem Fall eine unendlich lange Beschleunigungs- 


was erst recht die Einergieversorgung problematisch erscheinen läßt. 

Es sei ausdrücklich betont, daß eine genauere Erörterung des Reisepro- 
blems zu Fixsternen nur auf der Grundlage der ART möglich ist, da 
inkomogene Srayısationsfelder ebenfalls den Gang von Uhren beein- 
flussen. 
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9.17. Anwendungen i in der Hochenergiephysik 
1. Streuwinkel bei elastischen Stoßprozessn 


In Spurendetektoren (Nebel- und Blasenkammern, Photoemulsionen) 
kann man die Bahnspuren hochenergetischer Teilchen, sichtbar machen. 
Es soll der Winkel 9 -+- @ bestimmt werden, der sich nach einem elastischen. 
Stoß zweier hochenergetischer Teilchen: für ihre Bahnspuren ergibt. Ver- : 
einfachend sei angeriommen, daß man zwischen Teilchen 1 und Teilchen 2 
unterscheiden kann (Abb. 9.10). 
Vor dem Stoß: Teilchen 1 mit Buhmasse m,, Geschwindigkeit: %,, Im- 
"puls p, und Energie E,; Teilchen 2 mit Ruhmasse m,, Geschwindigkeit 
%, = 0, Impuls 9, = 0 und Energie E, = my c?. Der Winkel zwischen . 
ursprünglicher und neuer Flugrichtung | des Teilchens 1 sei KL der ent- 
sprechende Winkel für Teilchens 2 sei o. 
Nach dem Stoß: Die Geschwindigkeitskomponenten des Teilchens 1 seien 
mit (4,), und (u,)., diejenigen des Teilchens 2 mit (z,), und (u), bezeichnet; 
analog gelte für die Impulse p,, 9, und für die Energien Z, und B,. 
Zunächst werden die Geschwindigkeitskomponenten der beiden Teilchen: 
‘ vom Schwerpunkt- in das Laborsystem transformiert: 


. (%)y 2 (%)y 
ea ae 
mit nn: 
(%)2 = a Cale-t © er en = Ä 


®,, v 
: Fe Pi UBER, 
ı + F) (ts)z 1- Fe) ee 


wobei. der Stoßwinkel im Schwerpunktsystem ist; analog berechnen sich 
die anderen Komponenten. 
u. 


Man findet tan 9tang = 1 v2/c* und mit v= — ——2_—_ schließlich 
£ 1+ Ye — une 
tan dtang = 2 De: = (9.35) 
f r — ule 
Wenn u, <c, dann ist tan dtan ow1 (klassischer Fall). 
'ten®+tano | 
Da tan 9 +9) = = tan Ding’ wird mit tan v tano=1. 


1 tan (d + p) oo, also. a -5- 
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Dieser Winkel /2 ergibt sich im Fall des elastischen Zusammenstoßes 

zweier gleichgroßer Massen in der Newtonschen. Mechanik. . Man stellt 

den Stoßwinkel auch bei der Beobachtung von Nebelspuren nichtrelati- 
 vistischer Alphateilchen fest, wenn sie in der Nebelkammer mit Helium- 

kernen zusammenstoßen. 

Das interessante Ergebnis (9.35) ist für Hochenergieprozense bedeutsam. 

Man kann es auch in die Form 


a 


; kin 


(9.36) 
überführen. 
Für elastische ee wird der Streuwinkel #-+9 um so. kleiner 
als /2, je größer die Energie der Teilchen ist. Das ist zuerst von F.C. 
CHamrıon!) bei der elastischen Streuung von Elektronen in der Nebel- 
kammer beobachtet worden. Physikalisch ist dieses Ergebnis ein un- 
‚mittelbarer Beleg für die relativistische Massenänderung. 


2 Impuls- und Energiebeziehungen beim elastischen Stoß 


Ein Teilchen 1 der Ruhmasse m,, der ‚Geschwindigkeit u, (Impuls p,) und 
der Energie E, stoße elastisch mit einem anderen Teilchen 2 der Ruh- 
masse M,, der Geschwindigkeit u, = 0 (Impuls 9, = 0). und der (Ruh-) 
Energie E, = M, ce? zusammen. Das erste Teilchen soll unter dem Win- 
kel d gegen die "ursprüngliche Flugrichtung abgelenkt werden; es habe 
dann. den Impuls 2, (Geschwindigkeit 4,) und die Energie E,. Das zweite 
. Teilchen — Unterscheidbarkeit sei hier angenommen — wird unter dem 
Winkel 9 gestreut; es habe dann den Impuls », (Geschwindigkeit u,) und 
. die Energie E, (siehe Abb. 9.10). 

Mit Hilfe des Impuls- und Energiesatzes lassen sich Beziehungen zwischen 
den einzelnen Größen vor und nach dem Stoß ängeben. 


 Impulsatz: p+0=-B+P \ (9.37) 
. Energiesaz: EB + EB, =#,-+E, oder | 
eYR+tme+Me=eyR+tmatcyp+Me. (9:38) 
Die Komponenten des Impulses sind 
Pı = 9,0080 + 2,0089, Der (9.39) 
0 =9p, sind — p,8singo. . (9.40) 


1) Proc. Roy. Soc. A 136 (1932) 630. 
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Vor dem Stoß 


Nach dem Stoß‘ 


Abb. 9.10 


Zur Bestimmung der vier Unbekannten p,, 9,, ® und @ stehen die drei 
Gleichungen (9.38), (9.39) und (9.40) zur Verfügung; man muß also zuerst 
eine dieser Größen, z.B. 9, auf andere Weise (durch Messung) ermitteln. 


Man erhält schließlich für den Impuls des Teilchens 1 nach dem Stoß: 


(m} + M,E,) cosd + (E, + Me) yM3— m; sin! 3]. 
oo (Eile FM, 0% — pi co8 


. Für die Energie des Teilchens 1 nach dem Stoß gilt: (9.41) 


(E,+M, 6) (m} &+M,E,)+ ep} cos dy ME — mi sin? 0, 


iz (Eile + M, 5 — p? cos? # 


(9.42) 


Der Impuls: des Teilchens 2 nach dem Stoß kann. auch durch den Streu- 
winkel 9 des Teilchens 1 ausgedrückt werden: 
‚A=P+Ppl—2ppcos®. (9.43) 
Schließlich kann man Energien und Impulse nach dem Stoß auch in 
Abhängigkeit vom Winkel » angeben: 

_ 2Pı Mo(Eı + Mc?) cos 9 
Pa (Ele + Mao): — pi cos p’ Rn 
291 M,ccostp 
Ele + M, 6)? — pl cos! po’ 


HE, =Ma&+ (9.45) 


PB=Pp+Pi— 219,008 pP. a (9.46) 
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8. Bestimmung der Einergien von Myonen und Neutrinos aus den 
Zerfall geladener Pionen 

Negativ geladene Pionen zerfallen gemäß dem Shen 


RT u + 


> 87 mt R. 


In den meisten Fällen kommt das Pion vor dem Zerfall zur Ruhe; Danach 
bewegen. sich das Myon (u) und das u-Antineutrino (9,) mit gleichen Im- 
pulsen (p,= 29, = p) in entgegengesetzte Richtungen. Dann: ist die 
Ruhenergie des Pions gleich der Summe der Gesamtenergien des one 
und des Neutrinos: 


My = YIm, ce)? + (p co? + im @) £ m 2, 
oder (9.47) 
Ma —=E,+E,. ; 


Wegen SE 
E,—- EB = (mi — m) = (Eu + B)(Eu—-B,) 

folgt . 
(mi — my) c? 
My 

Aus (9.47) und (9.48) erhält man 


2 E ., 
MT Mn 


Er (9.49) 


B, = 


und 
’ m. BLEI en 


Er u 23 Mm, 


(9.50) 


Wenn die Ruhmasse des Neutrinos verschwindet, was mit den Experi- - 


menten in befriedigender. Übereinstimmung ist, gilt 


ma + m; 2 


Bu=- 2 My 


(9.51) 
und 
ma — Mu oe. 


u 2 My 


Mit m, = 273 m, und m, = 207 n Me folgt aus (9.51) und . 52) E,= = 110 MeV 
"und Z, = 29 MeV in Übereinstimmung mit der Ruhenergie des geladenen 


Pions En —=139MeV = E,+ E,. Die Ruhenergie des DOOR ist. 105,7 MeV. 


2 U er la 


(9.52) 
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4. Benni der Masse des nötraler Pions 


Ein neutrales Pion zerfällt in zwei‘ Photonen?): R>y+yY. Die Ruh- 
masse des neutralen Pions (m,) ist etwa 264mal so groß wie die Elektronen- 
ruhmasse. Man bestimmt sie, indem man die Energien h v, und h 9, bzw. 
die Frequenzen »,, v, der beiden Photonen und die zugehörigen Winkel 9,, 
®, mißt, die die Photonen der Impulse 23 und n, mit der ursprüng- 


lichen Bewegungsrichtung (m v) des Pions einschließen. 


Einergiesatz: 
ma=hw + en . (9.53) 
Impulssatz in Komponenten: se 
MV = u (r cos B + Y, cos D,) s P 9.54) 
h edge z sin 9 
= = (v, sin D, in Ds); =» in 5, (9.55) 


Für die Ruhenergie des Pions gilt 
mMa=mampa, 
also 
= mamma mid, 
und nach Substitution von (9.53) und (9.54) 

m? c® = RR [2 sin? 9, + »2 sin? 9, + 27,9, (1 — cos d cos 9,)]. 
Hieraus folgt mit (9.55) _ 

md sind, 


TR sind, [1 — cos (d, + Du] 


(9.56) 
und 
mi ct! sind, 


Zr sin d, [1 — cos (d, +9] 


= (9.57) 


1) Für den neutralen Pionenzerfall gibt es 4 Möglichkeiten mit unterschied- 
licher Wahrscheinlichkeit 


Il. >y-+y 98,83%, 
2. >y-er+e” 1,17% 
3.98 oy+y+r 5. 107° 
4. 2° > (et e”) + (e* e”); zwei Dalitz-Paare = 3,5 - 1075 
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“ Aus (9.56) und (9.57) erhält man 
. m? c* 


4.R* sin? (5% 5 =) 


9,n%= 


also 


1,, 0... [9ı+® 
m = 72h Vrı 9 sin ( 1 n ) i | (9.58) 
Wenn der Winkel zwischen den Photonenrichtungen (#, + 9) am klein- 
sten ist, ist v, 9, am.größten; das. ist für v, =»,= » der Fall. Dann ist 
= 


Die alpemeins Beziehung (9.58) vereinfacht sich nunniehr: 


2 
Mm, = Br in 6 oder ig =2Mmsin®. 
5. Erzeugung von’ geladenen Pionen 


Die unelastische Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung kann beispielsweise 
zu folgenden Prozessen führen: 


pP+P>PpH+n4m 
p+tp>p+p+m 
prnop+p+= 
»tnontnH+nt 
a+non-+n+n”. 
Übersteigt die Energie der stoßenden Nukleonen den Schwellenwert ZEin 
um.ein Mehrfäches, so en auch eine Vielfacherzeugung von ‚Mesonen 
erfolgen: i 
EINEN 
‚>p+tprm+nm 
on+ntnt+ntr 
on tp+nttn. i 
Um mit Hilfe des Prozesses + p —p +n-F n* die nt-Mesonen-Erzeu- 


gung durchzuführen, benötigt man mehr als die doppelte Ruhenergie des 
re*-Mesons (9.60). Dieses Resultat folgt aus der Anwendung des Energie- 


Impulssatzes EZ = Ein + B = Ymi ce + p2.c, d.h. # u ms x 
= const. 
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Im vorliegenden Fall sei Ex die kinetische Energie des stoßenden Protons 
im Läborsystem, in dem ein zweites Proton vor dem Stoß in Ruhe sei. 
Dann gilt —— u 

| E? — p%c% = (2 my 0? + Erin)? — P? ce? = const. 

Der Schwellenwert ist dadurch gekennzeichnet, daß die drei Teilchen - 
(2 Protonen und 1 Pion) im Schwerpunktsystem die kinetische Energie 
Null haben, so daß nur die Summe der Ruhenergien 2 m, c? + m, c? eine 
Rolle spielt: 2 


me +m 2m +? RR. (9.59) 
Substituiert man hierin j 
Pr — (Ein + my 2)? — my ct, 
also 2 - 
p? ce? —= Ekin + 2 Erin Mp 0? , 


so folgt aus (9.59) nach Ausmultiplizieren und Umordnen 
7 =) = 290 zu i (9.60) 


Erin = at = 2m. 0 (14 


9.18. _Frequenzänderung der Uhren in Satelliten 


Ein Satellit der Masse m- bewege sich mit gleichbleibender Geschwindig- 
keit v<c auf einer geozentrischen Kreisbahn (Radius r) um die Erde der 
Masse M: Auf Grund der Zeitdilatation der SRT ist die Frequenz », der 
Uhren im Satelliten geringer als diejenige der Vergleichsuhren auf der 
Erde »,. Außer. diesem Effekt der SRT hat man noch den’ Gravitations- 
effekt der ART zu berücksichtigen, so daß sich die gesamte Frequenz- 
änderung Av aus Av, + Av, zusammensetzt!) 


’ EEE NET ; i 1 
Aus i, = iülyl — 12/0 folt I, =, = mn Y1 - Ye (1 = 5). 


also 


en (9.61) 


In dieser Gleichung ersetzt man o aus der Gleichgewichtsbeziehung 
Zentripetalkraft gleich Gravitationskraft, d.h.; 


et RER, t 


rn. ER ah 


je 


1) RosserR,W.G.V.: Introduetory Relativity, 8.272: Butterworth London 1967. 
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mithin 


= .@. 62) 


Y 


Mit ‘dem Erdradius R, wobeir = R n h.gilt, und = =GM I gohzeibe 
“ man statt (9.62) — 


„.eMR R 
era er 
RER r r 
und statt (9.61) 
Au. 1gRR ne 
ae : ’ . 2..:(9.63) 


Befindet sich der Satellit auf einem höheren Gravitationspotential Ap als 
die Vergleichsuhr auf der Erde, so ergibt sich eine größere u 


Für Ao findet man 
Tee) 
Ap=oRlı-,). j ee (9.65) 

Damit ergibt sich für (9.64) ee * 
le) Au 


Aus der. Summe von (9.63) und {9. 66) erhält man die ee Frequenz- 
änderung einer Uhr im Satelliten: " 
ed. 0. 0) em 
Man erkennt, daß sich fürr = 3 R/2 = 9600 km, also k = 3200 km über 
der Zirrde, keine Frequenzänderungen — und damit kein Unterschied des 
Alterns von Erdbewohner und Kosmonaut — ergeben. 
Wenn r >3 R]2, also Av> 0 ist, dann überwiegt der Gravitations- 
effekt, und eine Satellitenuhr geht rascher; das heißt auch, daß ein Kosmo- 
naut unter diesen Bedingungen schneller altert als eine auf der Erde ver- 
bliebene Vergleichsperson. 
Fürr<3 8/2 ist Av <0. Unter dieser Bedingung Abameiegt der durch 
(9.61) gegebene Effekt, d.h., ein die Erde umrundender Kosmonaut würde 
langsamer altern als eine Vergieichsperson auf der Erde.: 


Allgemeine Relativitätstheorie 


10. Prinzipien und Probleme 
der allgemeinen Relativitätstheorie 


10.1. Das allgemeine Relativifätsprinzip: | 


Die Untersuchung der Relativbewegungen war in der speziellen Relativi- - 


tätstheorie auf den Sonderfall von Bewegungen beschränkt, die mit gerad- 


liniger und gleichförmiger Geschwindigkeit zueinander erfolgten. Über 


absolute Bewegungen, die etwa geradlinig und gleichförmig zueinander ver- 


"laufen würden, konnte keine Aussage gemacht werden. Es ist nur möglich, . 


relative Bewegungen festzustellen. 

Im folgenden wird das Augenmerk darauf gerichtet, wie die Relativität der 
‘Bewegungen darzustellen ist, wenn es sich um Geschwindigkeitsänderun- 
gen (Beschleunigungen) handelt, die mit Trägheitskräften verbunden sind. 
So treten z.B.. bei rotierenden Bewegungen Radialkräfte auf. EINSTEIN 
dehnte das spezielle Relativitätsprinzip über geradlinige und gleichförmige 
Bewegungen in der allgemeinen Relativitätstheorie (ART) auf beliebige 
Bewegungen aus, die also auch beschleunigt zueinander ablaufen. Als 


Spezialfall müssen sich selbstverständlich die Aussagen der speziellen 


Relativitätstheorie und — davon wiederum als Spezialfall — die der klassi- 
schen Mechanik ergeben. Die Verallgemeinerung des speziellen Relativi- 
‚tätsprinzips führt also zum allgemeinen Relativitätsprinzip, das man bei- 
spielsweise wie folgt formulieren kann (vgl. S. 14}: 


Es gibt keine absolute Bewegung, sondern nur relative. Die Naturgesetze 


bleiben in allen Systemen erhalten. Alle beliebig gegeneinander bewegten 
Bezugssysteme sind zur Beschreibung des "Naturgeschehens gleich- 
berechtigt. Demnach müssen Formulierungen des Naturgeschehens mög- 
lich sein, die auch gültig sind, wenn der Übergang zu beschleunigten Be- 
zugssystemen dargestellt wird. 

Die Grundforderung der SRT' (die Invarianz der Gesetze bezüglich Lorentz- 
Transformationen) ist zu eng; in der allgemeinen Relativitätstheorie wird 
die Invarianz der Gesetze bezüglich beliebiger OST UMBL ER Enno 
tionen gefordert. 

Es werden also in der ART allgemeinere Kookäinkienisanklormaktören als 
die Lorentz-Transformationen betrachtet. Im allgemeinen Fall werden 
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diese Transformationen nicht linear sein, während die Doisnie Transforma- _ 
tionen linear sind. 

Die Formulierung des Aribameinen Relativitätsprinzips, wonach alle 
Bezugskörper für die Naturbeschreibung — unabhängig von deren Be- 
wegungszustand — gleichwertig seien, muß exakter (abstrakter) gefaßt 
werden, da die Verwendung von starren Bezugskörpern im allgemeinen 
nicht möglich ist. 

Nach Eısstein ([3.5], S. 59) lautet das allgemeine Relativitätsprinzip: 
„Alle Gaußschen Koordinatensysteme sind für die Formulierung der all- 
gemeinen Naturgesetze prinzipiell gleichwertig.‘ 


10.2. Das Kauwalenzarinsip von Trägheit und Schwere 


Die Trägheit ist eine Eigenschaft, die allen Körbern zukommt. Aus der. 
Erfahrung ist bekannt, daß ein Körper, der beschleunigt werden soll, der 
beschleunigenden Kraft einen Widerstand entgegensetzt. Dieser Wider- 
"stand ist die N) die um so größer ist, je größer die Beschleu- 
nigung wird. 

‚Die Trägheitskräfte i in einem beschleunigten Bezugssystem kann man z.B. 
in einem Fahrstuhl durch Messung feststellen: Steht ein Körper im Fahr- 
. stuhl auf einer Federwaage, so zeigt diese das. Körpergewicht an, wenn die 
Fahrt mit konstanter Geschwindigkeit — gleichgültig ob auf- oder ab- 
wärts — erfolgt. Bei einer Geschwindigkeitsänderung (Braahleunigung 
bzw. Verzögerung) zeigt die Federwaage andere Werte an. 

Das Körpergewicht m g ist gegeben durch die Schwere oder Schwerkraft). 
Erfährt der Fahrstuhl eine Beschleunigung i in Aufwärtsrichtung, also ent- 
gegen der Schwerkraft, dann tritt eine gleichgerichtete zusätzliche Träg- 
heitskraft auf: Die Federwaage zeigt einen größeren Wert für das Körper- 
gewicht (im Ruhezustand) an. Bei einer beschleunigten Abwärtsbewegung 
zeigt die Federwaage einen geringeren Wert an: Die Trägheitskraft ist der 
Schwerkraft entgegengerichtet. 

. In der Mechanik unterscheidet man träge "Massen m; und schwere Mas- 
sen m. - 

In der Newtonschen kkeschen) Theorie haben beide Mässenbegriffe 
nichts miteinander zu tun: Die träge Masse ist einMaß für die Fähigkeit 
eines Körpers, sich seiner Beschleunigung zu widersetzen (Beharrungs- 
vermögen). Das Verhältnis der trägen Massen zweier Körper ist gleich 
dem reziproken Verhältnis der Beschleunigungen, die diesen Körpern von 


1) Unter der Schwere versteht man (speziell) die Kraft, mit der ein Körper 
zum Erdmittelpunkt (Gravitationszentrum) angezogen wird. Eine Schwer- 
kraft setzt stets ein Gravitationsfeld voraus, 
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_ gleichen bewegenden: Kräften erteilt werden. Die schwere (wägbare) 


Masse ist ein Maß für die Fähigkeit eines Körpers, ein Gravitationsfeld zu 


erzeugen und/oder von einem solchen beeinflußt zu werden. Das Verhält- 


nis. der schweren Massen zweier Körper ist gleich dem Verhältnis der 


Kräfte, die in demselben Schwerefeld auf sie ausgeübt werden. 

Diese beiden Massenbegriffe sollen an einem einfachen Beispiel erläutert 
werden: Erteilt man zwei Kugeln aus gleichem Material (gleicher Dichte), 
deren Volumina sich wie 1:3 verhalten, denselben Kraftstoß, dann ver- 
halten sich die (zeitlichen) Geschwindigkeitszunahmen (Beschleunigungen) 
wie 3:1. Daraus schließt man, daß die trägen Massen m, und m, im: Ver- 
hältnis 


Mi. = = 1:3 


stehen. Bestimiob man das Gewicht P der Kugeln, so findet man, daß sich. 


ihre schweren. Massen wie 1:3 verhalten (bei derselben Beschleunigung, 


‚also am selben Ort der Erde): 
Pı:Ps = 1:3 
oder, daP=mg, 
an” MM, = 1:3. 


Hierin ist g eine Konstante, nämlich die Fallbeschleunigung. 
Daß die Formel für die Schwingungsdauer eines (mathematischen) Pendels 


T=2nyilg für alle Pendel gleicher Länge (am selben. Ort) exakt gilt, 
beruht ebenfalls auf der Tatsache, daß m, = Mg ist: 


nean je. e 0°) 


mg 


Diese Erfahrungstatsache der Gleichheit von träger und schwerer Masse 
ist durch Versuche von höchster Präzision (R. Eörvös) bestätigt worden. 
Die klassische Mechanik konnte diese Gleichheit nicht erklären. Die nume- 
rische Gleichheit dieser verschieden definierten Massen ist aber erst dann 
befriedigend erklärt, wenn sie auf die De beider Begriffe 
zurückgeführt wird. 

Diese Gleichheit hat zur Folge, daß man nie unterscheiden kann, ob man 
sich in einem homogenen Gravitätionsfeld oder in einem beschleunigten 
Bezugssystem befindet. Es ist nicht von vornherein selbstverständlich, 

‘.. daß die träge Masse gleich der schweren Masse ist: m, = m,. Die schwere 

. Masse bezeichnet man auch als Gravitatiönsladung. Für den freien Fall 
gilt. P = m, 9, andererseits aber # = m,a. DaF = P ist, muß gelten 


DL 2 (10.2) 
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Experimentell stellte man für alle Körper g = const fest. Folglich muß 


m,/m, eine. universelle Konstante sein. Wanlt man, dieselbe Maßeinheit, - - | 


so folgt m, = m... 
Diese Gleichheit erklärt sich aus der lokalen Agsivalenz von Gravitations- 


“ feld und beschleunigter Bewegung. 


Auf der Proportionalität (bzw. Wesensgleichheit) von schwerer und träger 
Masse berubt die Tatsache, daß alle Körper (im Vakuum) am selben Ort 
gleich schnell fällen. j 
Der experimentelle Befund, daß verschiedene Teile (Massen). desselben 
Stoffes gleich schnell fallen, ist sofort verständlich: Die Teile fallen so . 
schnell wie der ganze Körper. Hingegen ist der experimentelle Tatbestand, 
daß gleiche Massen verschiedener Stoffe gleich schnell fallen, nicht ohne 
weiteres verständlich. 


Von zwei Körpern der Masse m, < m, wird der Körper der größeren 


‚Masse m, mit größerer Kraft von der Erde angezogen -— auf Grund der 


größeren schweren Masse. Andererseits ist die träge Masse m, desselben 
Körpers auch größer als m,, so daß der (Fall- }Bewegung ein größerer Träg- 
heitswiderstand entgegengesetzt wird. 


Einstein konnte die gemeinsame Wurzel der verschiedenen Erscheinun- 
gen „Trägheit‘‘ und „Gravitation“ aufzeigen. Diese Wesensgleichheit 
wird am plausibelsten mit dem Einsteinschen Gedankenversuch des im 
Weltraum — völlig frei von Gravitationsfeldern _ beschleunigten Kastens 


.. nachgewiesen. 


- Einsteix([3. 5). 8.45) beschreibt dieses Kasten- Experiment mit folgenden 


Worten: 


„Wir denken uns ein geräumiges Stück leeren Weltraumes; so weit weg 
von Sternen und erheblichen. Massen, daß wir mit erheblicher Genauig- - 
keit den Fall vor uns haben, der im Galileischen Grundgesetz vorgesehen 
ist. Es ist dann möglich, für diesen Teil Welt einen Galileischen Bezugs- 
körper zu wählen, relativ zu welchem ruhende Punkte ruhend bleiben, 
bewegte dauernd in geradlinig gleichförmiger Bewegung verharren. Als ; 
Bezugskörper denken wir uns einen geräumigen Kasten von der Ge- 
stalt eines Zimmers; darin befinde sich ein mit Apparaten ausgestatteter 
Beobachter. Für diesen gibt es natürlich keine Schwere. Er muß sich 
mit Schnüren am Boden befestigen, wenn er nicht beim leisesten Stoß 
. gegen den Boden langsam gegen die Decke des ‚Zimmers entschweben j 
wi. 
In der Mitte der Kastendecke sei außen ein Haken mit Seil. beiesligt, 
und an diesem fange nun ein Wesen von uns gleichgültiger Art mit kon- 
stanter Kraft zu ziehen an. Dann beginnt der Kasten samt dem Beob- 
achter in.gleichförmig beschleunigtem Flug nach „oben“ zu fliegen. 


’ 
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Seine Geschwindigkeit wird im Laufe der Zeit ins Phantastische zuneh- 
men — falls wir all dies beurteilen von einem anderen Bezugskörper aus, 
an dem nicht mit einem Strieke gezogen wird. 7 
Wie beurteilt aber der Mann im Kasten den Vorgang ? Die Beschleuni- 
gung des Kastens wird vom Boden desselben durch Gegendruck auf ihn 
übertragen. Er muß also diesen Druck mittels seiner Beine aufnehmen, 
wenn er nicht seiner ganzen Länge nach den Boden berühren will. Er 
steht dann im Kasten, genau wie einer in einem Zimmer eines Hauses 
auf unserer Erde steht. Läßt er einen Körper lös, den er vorher in der. 
Hand hatte, so wird: auf diesen die Beschleunigung des Kastens nicht 
mehr übertragen; der Körper wird sich daher in beschleunigter Relativ- 

' bewegung dem Boden des Kastens nähern. Der Beobachter wird sich 
ferner überzeugen, daß die Beschleunigung des Körpers gegen den Boden. 
immer gleich groß ist, mit was für einem Körper er auch den Versuch aus- 
führen mag. i Es 
Der Mann im Kasten wird also, gestützt auf seine Kenntnisse vom 
.Schwerefeld, zu dem Ergebnis kommen, daß er samt dem Kasten sich 
in einem zeitlich konstanten Schwerefeld befinde. Er wird allerdings 
einen. Augenblick darüber verwundert sein, daß der Kasten in diesem 
Schwerefeld nicht falle. Da entdeckt er aber den Haken in der Mitte 
der Decke und das an demselben befestigte gespannte Seil, und er kommt 
folgerichtig zu dem Ergebnis, daß der Kasten in dem Schwerefeld ruhend 
aufgehängt sei.“ ie f 

Der Mann im Kasten nimmt ein Gravitationsfeld wahr, während ein 
„ruhender‘‘ Beobachter außerhalb des Kastens eine gleichförmig beschleu- 
nigte Bewegung feststellen würde. Demnach kann man gleichförmig be- 
schleunigte Bewegung und Gravitationsfeld für kleine BRaumgebiete wech- 
selseitig ersetzen. Br 

Wenn der Kasten hingegen frei in einem Gravitationsfeld fiele, so würde die 

Versuchsperson frei im Kasten schweben. Die Wirkung des Gravitations- 

feldes kann also durch eine gleichförmig beschleunigte (Fall-)Bewegung auf- 
gehoben werden. Die lokale Äquivalenz von Trägheit und Schwere läßt 
sich wie folgt formulieren: Inertial- und Gravitationskräfte sind einander “ 
völlig äquivalent in dem Sinne, daß es unmöglich ist, sie durch irgendein 
physikalisches Mittel zu unterscheiden. Dieses Äquivalenzprinzip bedeu- 
tet z.B., daß in bezug auf-die mechanischen Wirkungen keinerlei Unter- 
schied zwischen den Erscheinungen in einem unbeschleunigten System mit 

Gravitationsfeld und einem gravitationsfreien, aber beschleunigten Sy- 

stem besteht. Die Wirkung der Schwerkraft kann durch passende Be- 

schleunigung des betreffenden Bezugssystems aufgehoben werden. Kurz: 

Der Beobachter im Kasten hat keine Möglichkeit, zwischen Schwerkraft 

und Trägheitskraft zu unterscheiden. Die beiden Aussagen sind gleich- 
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wertig: 1. Man befindet sich in einem Gravitationsfeld. 2. Man befindet. 
sich in. einem gleichmäßig beschleunigten System (obne Gravitations- 

. feld). j = 
Das Äquivalenzprinzip bezieht sich aber nicht nur auf die grundsätzliche 
Niehtunterscheidbarkeit bei.mechanischen Vorgängen — deren Wirkungen 
in.Gravitationsfeldern bzw. in passend beschleunigten Bezugssystemen \ 
gleich sind —, sondern allgemein auf alle physikalischen Vorgänge. Das 

. bedeutet z.B., daß auch elektrische oder optische Vorgänge bzw. Sach- 
verhalte wegen der Wesensgleiehheit von Gravitation und Beschleunigung 
beim Austausch von Gravitation und Beschleunigung unverändert blei- 

‘ben. (Eine Folge dieses, Äquivalenzprinzips ist u. a. die Krümmung von 
Lichtstrahlen im Schwerefeld — siehe 10.6.2.). :Die Äquivalenz von . 
Trägheit und Schwere bezieht sich nicht nur auf Körper, sondern auch auf 
die Energie (siehe Rotverschiebung im Gravitationsfeld, Abschn. 10.6.1.). 
Es ist äußerst schwierig, das Gravitationsfeld eines Weltkörpers (z.B. der 

“ Erde) in 'seiner gesamten Ausdehnung zum Verschwinden zu bringen, 
indem man etwa einen Bezugskörper dementsprechend wählt. Man kann 
nur kleine Teile des Gravitationsfeldes durch passend gewählte Bewegun- 
gen zum Verschwinden bringen. Für diese Gebiete gelten dann — in erster _ 

Näherung — die Gesetze der speziellen Relativitätstheorie. =. 
Während in der speziellen Relativitätstheorie die Maßstäbe in einem be- 

- wegten System in der gleichen Weise verkürzt werden und die Uhren in 
einem solchen System — geradlinig und gleichförmig bewegt — denselben. 
verlangsamten Gang zeigen, liegen die Verhältnisse in der allgemeinen 

“ Relativitätstheorie komplizierter, da sich wegen der Beschleunigung, die 
die Systeme gegeneinander haben, die Geschwindigkeit v fortwährend. 
ändert. Ein Beobachter im Ruhesystem $ wird von Maßstäben in einem 
relativ zu ihm beschleunigten System 8’ feststellen, daß sie‘ — quer zur 

. Bewegungsrichtung, also in Beobachtungsrichtung — ihre ursprüngliche 

"Länge beibehalten, während sie sich in Bewegungsrichtung entsprechend 
der jeweiligen Geschwindigkeit verkürzen. Hierbei ist die Verkürzung der 
Maßstäbe wegen der unterschiedlichen Geschwindigkeit nicht an allen. 
Orten des Systems dieselbe. Weiterhin muß beachtet werden, daß sich 
mit wechseinder Geschwindigkeit auch der Gang der Uhren. von Ort zu 
Ort ändert. . Sn j Eh ee nase 
Bei der Anwendung der Gesetze der speziellen Relativitätstheorie auf die 
rotierenden bzw. beschleunigten Systeme ist zu beachten, daß die in den. 
mathematischen Beziehungen auftretende Geschwindigkeit v für Beschleu- 
nigungsbewegungen nur die momentane Geschwindigkeit bedeutet. Man 
erfaßt dann nur einen bestimmten Moment des Bewegungsablaufes. Nur - 

‘ für. ein differentielles Zeitelement kann man dann die beschleunigte Be- 
wegung .als gleichförmige Translationsbewegung von der Größe v auf- 

fassen. 2 a 
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' Die Arbeit, die erforderlich ist, um eine Masse m, aus der Entfernung r ins 
Unendliche zu bringen, erhält man durch Integration des Newtonschen 
Gravitationsgesetzes 


Mm. e \ Ä + . = 
Rn En y (10.3) 

‚als Gravitationspotential 
P= am, (10.4) 


Im Unendlichen ist die Geschwindigkeit der Masse m, Bean Null. Fall 
diese Masse wieder auf die Masse m, bis auf die Entfernung r herab, so 
wird die Arbeit als kinetische Energie v? m,/2 wieder frei: 


MM, _ Mg 


Bee EL PR 
G ? 2 \ 
Hieraus berechnet man #2 bzw. v — vorausgesetzt: v<&c— 
u 
EM oder mE (20.5) 


Diese Geschwindigkeit ändert sich also mit jeder Entfernung r. 
Das Äquivalenzprinzip besagt nun folgendes: 

Es ist gleichwertig, ob man annimmt, der Beobachter ruhe in. der Ent- 
. fernung r von M im Gravitationsfeld, oder ob man annimmt, das Gravi- 
tationsfeld fehle und der Beobachter habe dafür in der Entfernung r 
von M eine momentane Geschwindigkeit v. Mit der Gravitationskonstan- _ 
ten!).G = 6,667 - 10” em? g-! 372 berechnet man daraus für die Erdober- 
. fläche mit M = 5,98 : 10°” g und r = 6,37 . 10° em die Geschwindigkeit 
v—= 11,2 kmsr!. (Das ist andererseits die „Eintweichgeschwindigkeit“, die 


ein. Körper besitzen muß, um das Gravitationsfeld der Erde'zu verlassen.) 


Für die Sonnenoberfläche ergibt sich mit M = 1,98 TE udr= 

= 6,95 : 10:0 cm die Geschwindigkeit v = 614 kmst. 

Eine besondere Bedeutung hat die Entweichgeschwindigkeit v = c. Der 

- — bis aufden Faktor 2 — zur Gl. (10.5) analoge Ausdruck 

GM 
c2 


“= E 00.6) 


3) An Stelle von @ verwendet man in der Relativitätstheorie die Gravitations- 
‚ konstante ; 
s8SnG@_ 


x == ae 1,87 ; 107% emg“!. 
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Sonne’ Erde ° Mond 
Gravitetionsradiusa 14km  ° 0,443em .0,0053 cm 
Radius R 696000 km :6370 km. 1738 km 
s/R = per. 2.10- 7,100 3.100 


wird als Gravitations- oder ‚Schwarzschildradius bezeichnet. . 


_&. 64 
rer 


(10.7) 


ist-das Newtonsche Potential. 


Wenn a/R<1 ist, weicht die Metrik der Raum-Zeit in der Nähe und im 
Innern der Massen nur wenig von der euklidischen ab. 
Wenn a/R = 1 ist, liegen extrem relativistische Objekte vor („schwarze . 


Löcher“). Mit diesen Objekten ist ein Signal- oder Energieaustausch nicht 
. möglich. 


Die experimentelle Grundlage für die Entwicklung der ART stellt ai 
Gleichheit von träger und schwerer Masse’dar, dieman als Mabürgenetz auf-. 
fassen kann: m,/m, = 1. 

Diesen Wert konnte Rörvös um 1900 mit seinen beraten Drchwangen 
versuchen bis auf 10”8 bestätigen. In neuerer Zeit ist durch Messungen von 


Dicxz die Genauigkeit noch weiter ‚gesteigert worden: 


mm; = 1 + 10-4. = 


Damit gehört dieses Gesetz zu den am genauesten kourüfken Gesetzen der 
Physik. 
Nach Fock [1.18] hat dieses Branalesshde Gesetz universellen Charakter 


- während die Äquivalenz eines Beschleunigungs- und Gravitationsfeldes 


nur lokal — für infinitesimale Bereiche — gilt. 


103. Raum — Zeit — Gravitation 


Raum und Zeit existieren in der klassischen Physik (Galilei-Transforma- 
tion) völlig unabhängig voneinander.. Die Einheit von Raum und Zeit 
wird aber durch die Lorentz-Transformation. hergestellt. Nach NEwTroNx 
und Kant waren Raum und Zeit Begriffe, die man unabhängig v vonein- 
ander denken konnte. 

In der Kantschen Philospohie sind Raum and Zeit Formen der reinen An- _ 
schauung, die a priori gegeben sind; sie würden jeder Erfahrung voraus- 
gehen und diese abernannı erst möglich machen. er 
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"In der Philosophie des Geiechen und historischen Mitsrialenine sind 


‘Raum und Zeit Existenzformen der Materie, also untrennbar mit der 


Materie verknüpft. 
‚In der klassischen Auffassung betrachtet man den Raum als eine Art 
„Behälter“, in dem die Dinge eingelagert sind und Erscheinungen in zeit- 
licher Folge ablaufen. Raum und Zeit konnten danach auch ohne Vor- 
handensein von Körpern selbständig — also für sich (absolut) — existieren. 
Die mathematischen Darstellungen und die physikalischen Messungen im 
Raum erfolgten — ausschließlich — auf der Grundlage der euklidischen 
Geometrie. Der Raum erhielt a priori eine euklidische Struktur. Man 
legte die anscheinend selbstverständliche Annahme zugrunde, daß ein 


schwerer gerader Stab wie eine euklidische Linie zu behandeln wäre; dieser- 


Stab würde überaliim Raum seine Länge (Gestalt) behalten. Somit hielt 
man es auch für selbstverständlich, daß ein aus gleichlangen Stäben auf- 
gebautes Koordinatengerüst — ein Würfel — an allen Stellen des Raumes 
unveränderlich sei. Dies wird in der ART korrigiert. — Es sei daran er- 
innert, daß in der modernen Physik wiederholt „Selbstverständlichkeiten“ 
‚revidiert werden mußten, d. h., man mußte Vorurteile aufgeben und ins- 
besondere solche Vorstellungen, die der sogenannte „gesunde Menschen- 
: verstand“ als unabänderlich und a priori gegeben ansah (Verletzungen der 
. Paritätserhaltung, Wellenbild der Teilchenbewegung u. a.). 

‚Nach Emmsrteiss tiefgründiger Raum- und Zeitanalyse kann man eine 
zeitliche Aufeinanderfolge nicht anders denken als im Raum; und räum- 
liche Beziehungen sind nicht anders denkbar als zu einer Zeit. Diese enge 
Raum-Zeit-Beziehung der SRT wird in der ART zu der Einheit Raum- 
Zeit-Materie!) erweitert. 

Nur die Einheit ‚Raum-Zeit-Masse‘“ existiert selbständig und hat Struk- 
tur. Raum und Zeit sind nur in der Abstraktion von. den physikalischen 


Dingen und Vorgängen trennbar. Real ist allein die Einheit (Gesamtheit) 


von Raum, Zeit und Materie. 


Bei den vorstehenden Betrachtungen spielten Daher nur geradlinig. und - 


gleichförmig bewegte Systeme eine. Rolle. Derartige Systeme (Körper) 
gibt es tatsächlich aber im Weltraum. nicht. Überall wirkt’ nämlich die 
Schwerkraft (Gravitation), unter deren Einfluß sich alle Körper beschleu- 


nigt auf krummlinigen Bahnen bewegen. Daraüs folgt die Aufgabe (ART), 


die Naturerscheinungen, d.h. diephysikalischen Gesetze, darzustellen, wenn 
man sie von einem beschleunigt bewegten System (Körper) aus betrachtet. 

Für ein hinreichend kleines Zeit- oder Längenintervall kann man — aller- 
dings nur näherungsweise — die Bewegung der Weltkörper als geradlinig 


1) Der Begriff ‚Materie‘ wird hier im physikalischen Sinn als ‚Masse‘ ver- 
’ wendet; Im übrigen sei auf die Definition des philosophischen Materie- 
begriffs durch den dialektischen Materialismus verwiesen. 
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betrachten. Dotaus ist von Febr Soerehlieh, daß sich die SRT als 


Grenz- oder Spezialfall der ART ergibt. 

In der ART ist ‘die in der Raum-Zeit vorhandene Gravitation — die 
gravitierende Masse — nicht mehr zu vernachlässigen. In diesem Falle’ 
gilt aber nicht mehr die euklidische Geometrie. An ihre Stelle ist eine 


allgemeinere -— nichteuklidische — Geometrie zu setzen, welche dem - | 


Raum u. U, eine „Krümmung“ zuschreibt. 
Während man sich eine gekrämmte Fläche (Kugel- oder Sattelfläche) vor- 


‚stellen kann, ist ein gekrümmter Raum nicht mehr vorstellbar, sondern nur 


mathematisch zu behandeln. In einem dem physikalischen Problem an- 
gemessenen Riemanschen Raum gibt es u. a. keine geraden Linien und 


. keine Eibenen, Such die Winkelsumme eines Dreiecks ist verschieden von 


180°, 


Zweidimensionale euklidische und nichteuklidische Geometrie 
Krümmung: ‚R>0- j r R=0 .. :R<0 
j Riemann Euklid Bolyai,Lobatschewski 


- Winkelsumme 7 T ze r_ 
im Dreieck: a ß BER, Sn; rn & 8 


ußey>E aurßry-n wrery<E 
Anzahl der & { 2. 
Parallelen durch 0: 1 (bzw. oo viele Überparallelen) 
einen Punkt :. 2 . e En a ; 
“ - sphärische,elliptische ebene,parabolische _pseudosphärische, hyperbolische 
Geometrie Geometrie . Geometrie 
Abb. 10.1 i 


In Abb. 10.1. sind einige wesentliche Unterschiede zwischen der zwei- | 


‚dimensionalen euklidischen und niehteuklidischen Geometrie gegenüber- 


gestellt. Analoge. Unterschiede gibt es für die nichteuklidische Stereo- 
metrie (für höherdimensionale Räume). Als Folge davon; daß das. Par- 


- allelenaxiom der ebenen (euklidischen) Geometrie. nicht gilt, ergibt sich, 
‘daß die Winkelsumme der Dreiecke aufgekrümmten Flächen > 180° ist. 


Durch die physikalischen Anwendungen : ist die Hichterklidische Geometrie 
in das Blickfeld des allgemeinen Interesses gerückt. Die Abweichung von 
der Krümmung 1/R = 0 in den gegenwärtig der Beobachtung zugäng- _ 
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lichen Entfernungen sind jedoch so minimal, daß mit hinreichender Ge- 


nauigkeit die euklidische Geometrie angewendet werden kann. Die folgen- 
den Betrachtungen zeigen in einfacher Weise den Zusammenhang zwischen 
der Raumkrümmung und der Gravitation (Beschleunigung). - 


Der euklidische Raum besitzt das Krümmungsmaß 1 [R = 0. In diesem 


Raum sind beliebig lange geradlinige Entfernungen denkbar. 


Auf der Kugeloberfläche kann man keine Geraden zeichnen. An ihre E 


‚Stelle tritt: als „kürzeste Entfernung zwischen 2 Punkten“ der größte 
Kugelkreis. Ein Kugeldreieck hat stets eine Winkelsumme größer als 
180°, Die Kugelgeometrie geht in die euklidische Geometrie über, wenn 
der Kugelradius R — oo gilt. Für viele praktische Fälle ist der Unter- 
schied zwischen einer (wenig gekrümmten) Kugeloberfläche und einer 
Ebene bzw. für ein hinreichend kleines Flächenstück auf einer Kugel und 
einer Ebene vernachlässigbar klein. - 

Die in der SRT verwendete Geometrie ist die hyperbolische oder Lobat- 
'schewskische Geometrie (Sattelfläche konstanten Krümmungsmaßes). 


Die von Rısmann durchgeführten Untersuchungen fanden durch Em- 
STEIN die physikalischen Anwendungen (ART). 


Die Massen und ihre Verteilung bestimmen das Krümmungsmaß des Rau- 


mes. Je größer die Masse (das Gravitationsfeld), desto stärker die Raum- 
krümmung, d. h., desto mehr unterscheidet sich die Geometrie von der 
geläufigen euklidischen Geometrie. en De 
Die Position jeder Masse ist durch 4 Koordinaten bestimmt: 3 Raumkoor- 
dinaten und eine Zeitkoordinate, die ihren Wert permanent ändert. 

Der Massenpunkt beschreibt eine Weltlinie im vierdimensionalen Raum. 
Mit der Annäherung an andere Massen ergeben sich zunehmende 'Krüm- 
mungen, die man gewöhnlich als Gravitationswirkung auffaßt: (Äqui- 
valenzprinzip). In einfacher Weise ist der Zusammenhang zwischen 
Krümmung 1/R und Beschleunigung wie folgt zu verstehen: - u: 
Die Krümmung einer Kurve «= f(y) in der &,y-Ebene ist: definiert 
durch Be E 


Ersetzt man hierin die Raumkoordinate durch die: (imaginäre) Zeit- 
. koordinate i.c t, so’ ergibt sich für die x, t-Ebene En 

 ıd der 1 2. 

FRE um 


icdi 


(10.8) 
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de 


Mt®=—1 ns v (in x-Richtung) und Er 


Br = a, (in «-Richtung) folgt 


ER Er Ue er De (10.10) 


Re 72? 
es 


Die Krümmung steht also mit der Beschleunigung in enger Verbindung. 
Da die Beschleunigung durch Gravitatiönsfelder gegeben ist, wird also die 
Krümmung durch die Gravitation bestimmt. 
Daß zwischen den, Gravitationskräften und der Raumkrümmung mathe- 
- matisch “formulierte Zusammenhänge bestehen, kann man durch eine 
zweidimensionale Analogie plausibel („anschaulich“) machen. Der Be- 
griff der Raumkrümmung besagt, daß die geometrischen Verhältnisse 
durch die gravitierenden Massen bestimmt werden. Das bedeutet nicht, 
daß der dreidimensionale Baum gewissermaßen in einen höherdimensiona- 
len Raum eingebettet sei, sondern nur,:daß die Gesetze der euklidischen 
Geometrie allein in kleinen Baum-Zeit-Gebieten erfüllt sind. a 
Um ein starkes Gravitationsfeld (z.B. in der Nähe der Sonne) darzustellen, 
ist es erforderlich, geometrische Eigenschaften zu berücksichtigen, die von 
Ort zu Ort variieren können. Man betrachtet in der zweidimensionalen 
Analogie auf einer mäßig gespannten elastischen Membran!) mehrere 
unterschiedlich schwere Kugeln. Diese Kugeln sinken verschieden tief in 
die Unterlage ein und bewirken, daß die Fläche verschieden stark ge- 
 krümmt wird. Bewegen sich die Kugeln in nicht zu großem Abstand auf- 
einander zu, so stellt sich der Effekt der Massenanziehung (nach NzwTroN) 
dar, indem etwa die kleinere Masse um die größere herum abgelenkt wird 


(Abb. 10.2). 
ERBE 
De 


1) Gummihaut, Gummidecke oder Gummimatte evtl. mit gekennzeichneten 
Koordinatenlinien. Geeignet ist auch ein Gumminetz. 
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Läßt man die Kugel m an der schweren Masse M vorbeirollen, so ändert 
sich also die Richtung infolge der Flächenkrümmung (Massenverteilung). 
Ein hinreichend weit entfernter Beobachter könnte nicht entscheiden, ob 
‘ die gemessene Bewegung wegen der Flächenkrümmung oder wegen einer 
„gegenseitigen Anziehungskraft‘ zustande kommt. 


Die Gummimembran darf man sich natürlich nicht im Raum- Zeit-Konti- 
nuum durch eine ähnlich wirkende „Substanz“ ersetzt denken ; denn dafür 
gibt es keinen experimentellen Hinweis. Die Krümmung ist eine Eigen- 
schaft, die dem Raum (Vakuum!)) selbst eigen und stets im Zusammenhang 
. mit der Massenverteilung zu betrachten ist. Eine Raumkrümmung wird 
auch erkennbar, wenn man z.B. innerhalb eines Dreiecks eine. große 
Masse M hineinsetzt (Abb. 10.3): Dies ist eine weitere Möglichkeit, an 
Hand des zweidimensionalen Membranmodells Raumkrümmungen und 
deren Folgen zu erläutern; z.B. die Lichtablenkung im Schwerefeld der 
Sonne. 


_ Abb. 10.3 


'Aus der vorstehenden geometrischen Analogie geht hervor, daß die Krüm- 
mungsverhältnisse in den Bahnen der Massenpunkte, die keinen äußeren 
Kräften unterliegen, sich wie Kräfte physikalischen Ursprungs auswirken 
. und auf diese Weise die Gravitationskräfte erklären. 


. Wenn die Sonne das betrachtete Raumgebiet verlassen hat, scheinen sich 
die Stellungen zweier betrachteter Sterne (Abb. 10.3) verschoben zu 
haben.?) Hiermit bietet sich die Möglichkeit, geodätische Linien zu veran- 

‘schaulichen. Es ist unmittelbar plausibel, daß auch „Lichtstrahlen‘“ ge- 
krümmt werden, also geodätische Linien darstellen, und daß demzufolge 
die ne, von.der Massenverteilung (Raumkrümmung) ab- 
hängig ist. 

"Wenn man geometriäche Figuren (Dreiecke, Vierecke, Kreise u. a.) auf 
gekrümmten Flächen aufzeichnet, so entsteht die Frage, was eine gerade 
Linie ist, die man von der Geometrie der Ebene kennt. Es läßt sich mit 


”. Hinweis: Das Vakuum besitzt eine Reihe von physikalischen Eigenschaften, 
.2.B. Be & 
. 2) Die Abweichung der Winkelsumme eines Dreiecks von 180° jet ein Maß für 
j as Krümmung des Raumes, 
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elastischen Membranen oder Häuten!) leicht demonstrieren, daß in der 
euklidischen Geometrie — also in der Ebene — die Gerade die kürzeste 
Verbindung zwischen 2 Punkten ist. 

Auf gekrümmten Oberflächen sind die „geradesten‘“ Linien (die karrästen 
Eintfernungen‘ ‘) die geodätischen Linien (kurz: Geodätische). Alle irgend- 
. wie zu den Geodätischen benachbarten Linien, die durch die beiden Punkte 
gehen, sind länger. Damit ist also eine Geodätische durch folgende Ex- 
in gekennzeichnet: 


-/ ds = Minimum. 


Hierbei ist für das Weltlinienelement im nichteuklidischen Kontinuum 
Gl. (10.40) einzusetzen. 

In der Nähe großer Massen ist der Raum besonders stark gekrümmt. Seist 
die Krümmung des Raumes ein Maß für die Massenverteilung. Die Körper 
bewegen sich nicht mehr auf geraden Linien, sondern auf geödätischen 
Linien; das sind die kürzesten Verbindungen zwischen zwei (Raum-Zeit)- 
Punkten. Die gerade Linie ist ein Spezialfall für die in einer Ebene zu ver- 
bindenden zwei Punkte (bei vernachlässigbarem Gravitationsfeld). 

Diese Erkenntnisse führten Eınsterin zu einer Weralgemeiherung des 
klassischen Trägheitsprinzips. 

Das von GALILEI aufgestellte und von NEWTON formulierte Trägheits- 
gesetz lautet: Ein sich selbst überlassener Massenpunkt bewegt sich mit 
konstanter Geschwindigkeit auf einer Geraden. Dieses Gesetz gilt in der 
klassischen Mechanik und in der SRT nur, wenn die Bewegung des 
Massenpunktes auf ein geradlinig-gleichförmig bewegtes Koordinaten- 
system bezogen wird; auf ein beschleunigtes Koordinatensystem bezogen 
gilt es nicht. Also ist dieses Gesetz nicht invariant gegenüber beliebigen 
Koordinatensystemen. Eis ist folglich in dieser Form nicht richtig. ' 

Die Einsteinsche Formulierung hingegen stellt ein invariantes Grundgesetz 
dar: Die :Weltlinie eines Massenpunktes ist eine geodätische Linie im 
Raum-Zeit-Kontinuum. Oder: Jeder Körper bewegt sich unter dem Ein- 
fluß von Trägheit und Schwere auf der kürzesten oder geradesten Bahn 
(geodätische Linie) der Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit. Das Galilei-Newton-. 
sche Trägheitsgesetz gründete sich auf den nie beobachtbaren Vorgang der 
"Bewegung eines einzigen Körpers; der keinen äußeren Kräften unterliegt. 
.. Das Einsteinsche Bewegungsgesetz hingegen bezieht sich auf die Bewe- 
gung unter Trägheits- und Schwereeinfluß; es war notwendig zur Er- 
füllung des Äquivalenzprinzips. 
In diesem Grundgesetz der Mechanik ist die Rss enthalten, d daß Träg- 
heits- und Schwereerscheinungen nicht zu trennen sind. 


1) Es lassen sich starre Kunststoff-Reliefplatten ER die’ z.B. für 
Potentialdarstellungen noch weitere umfangreiche Verwendungsmöglich- 
keiten finden könnten. * 
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. Das Galilei-Newtonsche Trägheitsgesetz, wonach Körper, die keinen äuße- 
'ren Kräften unterliegen, sich geradlinig und mit gleichförmiger Geschwin- 
digkeit bewegen, gilt nur für den Fall, daß keine gravitierenden Massen 
vorhanden sind: In diesem Fall ist die Geometrie euklidisch, und die 


geodätischen Linien sind Geraden. Bei Anwesenheit gravitierender Massen P 


wird sich der Körper beschleunigt — auf krummlinigen Bahnen — bewe- 
. gen. Nicht von fernher mit unendlich großer Geschwindigkeit ausgehende 
- Wirkungen zwingen den Massenpunkt auf eine Bahn, sondern die Eigen- 
. tüämlichkeit der jeweiligen Raum-Zeit-Gebiete bewirkt die Bahn. 

Bei NEwToX trat die Schwerkraft als eine „Fernkraft“ auf, die sich mit 
. unendlich großer Geschwindigkeit zwischen den gravitierenden Massen 
ausbreitet. Eine solche „Fernkraft‘“, die gleichbedeutend ist mit einer 

‚Energie- oder Signalübertragung ohne Zeitverzögerung, steht im Wider- 
spruch zur SRT, wonach physikalische Wirkungen sich höchstens mit der 
Geschwindigkeit c ausbreiten können. Hieraus ergab.sich für Einstein 
die Aufgabe, die klassische Gravitatioönstheorie. relativistisch zu formu- - 
lieren, was aber im Rahmen der SRT nicht möglich war und schließlich zur 
allgemeinrelativistischen Gravitationstheorie führte. 
Das dem Newtonschen Gesetz analoge Coulombsche Gesetz für die Kıaft- 
wirkung elektrischer Ladungen wurde durch die Maxwellsche Feldtheorie 
als Nahwirkungsgesetz hergeleitet; dies bedeutet, daß die elektrische 
Beeinflussung der Körper aus dem Zustand der jeweiligen unmittelbaren 
- Umgebung hergeleitet wird. Die Wirkung breitet sich nicht mit unendlich 
großer Geschwindigkeit aus, sondern mit der Geschwindigkeit c.. 
In ähnlicher Weise ergibt sich. das Newtonsche Gravitationsgesetz (in 
erster Näherung) aus der Einsteinschen Feldtheorie, die eine Theorie .der 
. Nahwirkungen ist, in der sich die Wirkungen ‘nur mit der Höchstge- 
schwindigkeit c ausbreiten. Die Einsteinsche Theorie — eine geometrische 
Gravitationstheorie — ist nicht nur logisch geschlossener als die Newton- 
‚sche, sondern erklärt auch Effekte, die in der Newtonschen Theorie nicht 

erklärbar sind. 

Die Struktur de Raum- Zeit(Krümmung) und damit die Maßverhältnisse 
‚ werden durch die Massen (und deren Verteilung) bestimmit.. Diese Struk- 
.. tur ist variabel, da sie. von Weltpunkt zu Weltpunkt wechselt. Dadurch 
wird aber die Gestalt. der -sich ‚bewegenden Körper durch die Raum- 
krümmung beeinflußt. Es werden also Längen- und Zeitintervalle geän- 
dert, ohne daß allerdings ein fest mit den Maßstäben und Uhren verbunde- 
ner Beobachter — ruhender Beobachter — etwas davon bemerkt, da er ja 
schließlich selbst und mit ihm die Geräte sowie die Längen- und Zeit- 
. normale (und andere Standards) verändert werden. Die Maßstäbe und 
. Uhren zeigen in Gebieten verschiedener Krümmung unterschiedliche 


Werte — für einen Außenbeobachter, d. h. für einen Beobachter, der sich. 


im Gebiet unterschiedlicher Baumkrümmung (Gravitation) befindet: 
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Eine Definition von Längen und Zeiten mit Hilfe von Maßstäben und 
Uhren ist-nicht mehr möglich. Dies bedeutet, daß Zeit- und Raumangaben 
als Koordinaten nicht mehr brauchbar sind. Dafür wird jeder Weltpunkt 
durch die Angabe von vier Zahlen x,, %y, &, ünd x, charakterisiert, durch 
Gaußsche Koordinaten, die keine gegenständliche Bedeutung haben. Die 
Weltpunkte (Ereignisse) des vierdimensionalen nichteuklidischen- Kon- 
tinuums werden durch diese 4 Zahlen in völlig willkürlicher Weise nu- 
meriert. 
Es ist bequem bzw. möglich, wenn man einem Ereignis (Weltpunkt) drei 
räumliche und eine zeitliche Koordinate zuordnet. Diese Denkmöglichkeit 
ist aber keine Denknotwendigkeit, d. h., es ist an sich niicht erforderlich, 
so zu verfahren. Wenn ein Weltpunkt- überhaupt durch vier Zahlen (nicht 
Größen) &,, 2,, 2, x, eindeutig bestimmt werden kann, so ist das eine hin- . 
reichende Bedingung. Demzufolge ist es ein Vorurteil, daß eine von diesen 
Zahlen sich unbedingt auf eine zeitliche Größe, die anderen drei aber auf‘ 
räumliche Größen ‚beziehen müssen. 
Zwweifellos ist die Zulassung solcher allgemeinen Koordinatensysteme zu- 
nächst ungewohnt und für manche Vorstellungen durchaus fremdartig. 
Das ist aber kein Grund, von der Verwendung dieser Methode überhaupt 
abzusehen. Es zeigt sich, daß dadurch neue Erkenntnisse gewonnen. 
werden, die. neue Experimente auslösen, welche .die verallgemeinerte 
Theorie bestätigen. 
Diese Koordinaten sind mit den Baum: und Zeitmessungen ‘durch be- 
stimmte mathematisehe Beziehungen verbunden, aus denen man dann 
Ort und Zeit eines Massenpunktes berechnen kann. In verschiedenen 
Krümmungsgebieten gehen daher die Uhren unterschiedlich schnell, mit 
anderen Worten: Alterungsprozesse laufen unterschiedlich schnell ab. 
Insbesondere gilt, daß die Lichtgeschwindigkeit ebenfalls von der Krüm- 
. mung abhängt. Nur für die Krümmung Null (SRT) erweist sich die Licht: 
geschwindigkeit als eine Konstante; dies bedeutet, daß die Vakuum- Licht- 
geschwindigkeit in der SARR keine Konstante imehr ist. 


10.4. Maßstäbe, On und a 
im Gravitationsfeld - 


10.4.1. Maßstäbe im Grevitstiondiäld und Versagen 
; der euklidischen Geometrie 


Im folgenden. wird gezeigt, daß die Raum- Zeit bei Rotationsbewegungen, 
die lokalen Gravitationsfeldern äquivalent sind, keine euklidische Struktur 
hat; dies bedeutet, daß man z.B. Raumkoordinaten x, y, z nicht mehr i in 
der üblichen Weise definieren und anwenden kann. 
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Aus der SRT ist bekannt, daß sich ein mit der Geschwindigkeit v bewegter 
Stab in Bewegungsrichtung verkürzt (3.15). Es gilt 


2 N j 
PvE ıyı = =: ; (10.11) 


Setzt man hierin für v2 den Ausdruck (10.5) ein, so findet man eine Längen. 
kontraktion des Stabes der Ruhlänge /, die in einem er in 
Feldrichtung erfolgt: 


7-1] 257. u (10.12) 


cr 
Hierbei ist vorausgesetzt, daß man die Bewegung des Körpers (für hin- 
reichend ‚kleine Zeiten) als gleichmäßige Translation betrachten kann. 
Senkrecht zur Geribalienziehtung erfolgt keine Längenänderung des 
Körpers. - 
Führt man als Abkürzung den Gravitations- oder Schwarzschildradius 
(10.6) 


a=QGM]je& 
ein, so erhält man 
V=Iyl —2ofr (10.13) 
oder näherungsweise wegen 2a/r <1 | . 
"alla. . | (10.14) 


Nunmehr soll ein beschleunigtes ‚System '$’ betrachtet werden: Eine große 
Scheibe soll in ihrer Ebene um eine durch den Mittelpunkt gehende senk- 
rechte Achse mit der Winkelgeschwindigkeit 
v 
= -- 
> \ r n 

rotieren. Führt man v? = = a? r? in (10.11) ein, so erhält man als Längen- 
‚ verkürzung i 


h r?% ww? j en SR: 

V=1 Yı - (10.15) 

_ hierbei ist wieder vorausgesetzt, daß man die rotierende Bewegung für hin- 
- reichend Kleine Zeiten als Translation betrachten kann. 

Befindet sich auf der Scheibe 8’ ein Experimentator, der mit Einheits- 

_ maßstäben den Umfang U messen will, so erscheint einem in 8 befindlichen 

Beobachter dieser Maßstab längs der Peripherie verkürzt; senkrecht zur 


Bewegungsrichtung — also radial — werden 'von beiden Beobachtern 
dieselben Längen ae ER) gemessen. Der Beobachter in 8’ braucht 
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"für die Peripherie mehr Rinheitsmaßstäbe als, der in $. Dies Bedkute 
daß der Umfang des Kreises und damit — bei gleichem Radius — der - 
Quotient Umfang/Durchmesser nicht gleich zT, sondern größer als. ist: " 
2 
2aR = ee. nn. 0. (10.16) 
ne Ra 2 v 
Re. 
also 2x. R’ > 2uR ‚bzw. U2R= r, aber Tier >z, wobei R=#R ist. 
Der Quotient aus Kreisumfang und Durchmesser ist demnach, vom To- 
tierenden. System aus beurteilt, 


a en ).. Pe 5 . ao 
1 nn c? ! 

Das See widerspricht den Sätzen der euklidischen Beseakds: 

Auf der (gleichmäßig) rotierenden Scheibe wächst v mit dem Abstand von... 

der Drehachse:v= Ro. 


Mißt man also für verschiedene Abstände R bei gleicher Drehzahl der 
. Scheibe den Quotienten gemäß (10.16), so erhält man verschiedene Werte. 


Die Abweichung nimmt mit wachsendem R, wenn w konstant ist, bzw. mit 


wo, wenn .R konstant ist, zu. 
Das Verhältnis U/D ist — fürvo #0 — ' verschieden von” ind nimmt mit 
. wachsender Umfangsgeschwindigkeit ‚ständig zu; z ist keine Konstante 
mehr. 
Es gilt, genauer genommen, nichtin allen Punkten der Eotendin Scheibe ' 
dieselbe Geometrie. In der Menge der konzentrischen Kreise bleibt die - 
Geometrie jeweils nur für eineh bestimmten Kreis dieselbe; sie ändert sich 
mit dem. Radius. 
Aus dem Dargelegten folgt, daß dei Experimentator in :$” nicht in der 
Lage ist,-aus vier gleichlangen geraden „starren“ Stäben ein Quadrat bzw. 
aus zwölf solchen Stäben einen Würfel zu bilden. Das aber heißt: Es kann 
kein geradliniges rechtwinkliges Koordinatensystem aufgebaut werden, 
und kartesische Koordinaten x, y, z können in einem solchen System nicht 
definiert werden. = 


10. 4.2, Ahreni im Gravitationsfeld 


. Gemäß der SRT gehen gleichförmig en bewegte Uhren langsamer 
als ruhende: 


= —- ie 2.2.70 °(10.18) 


ze 
ca 
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Eirsetzt man wiederum v? durch r? @2, so.erhält man für hinreichend kleine 
Raumgebiete und Zeitabschnitte, in denen die rotierende Bewegung - 
als Translationsbewegung betrachtet werden kann, für ein rotierendes 
‚System : 


es | | . (10.19) - 


DE 
er 
-6 


Aus (10.19) ist ersichtlich, daß die Zeitmessung wie die Längenmessung 
(10.15) längs des Radius variabel ist: 
Eine am Rand der rotierenden Scheibe 8’ aufgestellte Uhr hat eine größere 
Geschwindigkeit v relativ zu 8 als eine Uhr im kleineren Abstand vom 
Mittelpunkt oder gar im Mittelpunkt selbst. Die Geschwindigkeit der auf 
der Scheibe aufgestellten Uhren nimmt mit dem Radius r = R zu. Die 
Uhren gehen um so langsamer, je weiter sie von der Drehachse entfernt 
sind. Somit wechselt die Zeitmessung von Ort zu Ort; man ist nicht in der 
Lage, mit Hilfe von Uhren eine Zeitdefinition für die Verhältnisse auf der 
rotierenden Scheibe (bzw. im Gravitationsfeld) zu geben. Ri 
Für einen geradlinig beschleunigt bewegten Körper liegen die Verhältnisse 
etwas einfacher. Hier ist für alle Massenpunkte die Beschleunigung gleich- 
groß. Es gilt ebenfalls eine nichteuklidische Geometrie, die aber für alle 
Massenpunkte gleich ist, da diese die gleiche Beschleunigung haben. 
Entsprechend (10.18) wird im (schwachen) Gravitationsfeld mit ( 10.5) und 
(10.6) der Gang der Uhren durch 


. . (10.20) 
2%: 
1-22 
: r 
bestimmt. ar 
Näherungsweise ergibt sich für die Zeitdilatation mit 2a/r<1 hieraus 
Y=t (1 + +). 2 Ze a0.21) 
Für Geschwindigkeiten v<e gilt beim freien Fall die Beziehung- 
 v=yagh, = 7.10.22) 
so daß mit (10.5) auch j _ 
en ae S = (10.23) 
und schließlich statt (10.21) 
GM 
ee 9.24 
" (145%) (10.24) 


‚194 . _ Allgemeine Relativitätstheorie 


- oder ’ 

na 2 

t zur +2) er (10.25) 
si. e, Be Be 
"Diese Beziehung gibt den Gangunterschied zweier Uhren an, die sich im 
homogenen Gravitationsfeld im Abstand h befinden. Je größer die Masse M 
eines Körpers ist, auf dem sich die Uhr (in Ruhe) befindet, um so langsamer 
- wird der Gang der Uhr sein. Es ist ersichtlich, daß der Gang der Ühren 
von Gravitationsfeldern beeinflußt wird, so daß eine physikalische Zeib- 
- definition schwierig ist. a = SE = 
Zur experimentellen Nachprüfung der Aussage (10.25) benutzt'man ideale 
Uhren: Atome oder Kerne, die Strahlung eng begrenzer Spektralband.-. 
breite aussenden. Wenn sich die ruhenden lichtaussendenden Atome auf. 
kosmischen Körpern befinden, deren Masse M die der Erde übertrifft, 
sind die Wellenlängen der emittierten Strahlung größer (nach Rot ver- 
schoben) als die der sonst gleichen irdischen Quellen. _ u 
Zur Messung. dieser Gravitations-Rotverschiebung, die von der Doppler- 
Rotverschiebung unterschieden werden muß, siehe 10.6.1. 


10.4.3. Lichtgeschwindigkeit im Gravitationsfeld 


Die Lichtgesehwindigkeit galt in der speziellen Relativitätstheorie als eine 
„absolute Größe“. Das ist sie, solange es sich um geradlinig und gleich- _ 
förmig bewegte Bezugssysteme handelt. Die Lichtgeschwindigkeit ver- 
liert im Rahmen der allgemeinen Relativitätstheorie ihren „absoluten 
Charakter“. Es wird im folgenden gezeist, daß die Lichtgeschwindigkeit 
im Örsvitationsfeld (oder in beschleunigten Bezugssystemen) von der 
Schwerkraft und von der Richtung gegen die Schwerkraft abhängig ist. 
Ein Experimentatör soll in dem weiter oben bereits beschriebenen be- 
schleunigten Kasten — fern von Gravitationsfeldern — die Lichtgeschwin- . 
digkeit c messen.!) Die Richtung der Lichtgeschwindigkeit bildet mit der 
Geschwindigkeitsriehtung des Kastens den Winkelg. Während der Kasten-. 
bewegung beschreibt das Lichtsignal den Weg A,B,4; (Abb. 10.4). 
‘Das von A, ausgehende Signal trifft die Spiegelwand in B,. Während 
dieser Zeit t, hat der Kasten gerade die Strecke B,B, = vi, zurückgelegt. 
-Das Signal hat dann den Weg A,B, = ct, durchlaufen. Dieser Weg ergibt 
- sich, aus dem Kosinussatz B =" a nen 


PR=P+WEH2IEHRE, 0.0 (10:26) 


1) Nach Tuons, G.: Math. naturwiss. Unterricht 7 (1954/55) 25. 


10. Prinzipien und Probleme der allgemeinen Relativitätstheöorie ° 195 


As . B; . 


Abb. 10.4 


A Ru. Be 
woraus man berechnet: e | 
\ 1 VCOSO. 12 92 cos? © = 72 j \ N . 
t; = ca _ ve T \Rerte az: FE (10.27) 


Wenn das Sisnali in, angekommen ist, ist Ai in die Stellung. Ay gelangt. 
Wegen cos 9 = — cos (180° — 9) ergibt sich für die Zeit, die der Strahl 
‚von B, bis zum Wiedereintreffen bei A — in der Stellung A, — benöuigt:, 


1vcosg@ IE DE cos? [") a 
em ld. ae" 
, 


ws 


Für den Hin-'und Rückweg Ru ein Experimentator i im Khsten die Zeit 
tehthb, messen: 


= „ie errang. 5 2.010.289) 


ce — 


Man erkennt, daß die Tichigesoßwindiekeit vom Winkel p Bes ist: 
Mit. c,= = folgt für den im Kasten mitbewegten Beobachter 


_ 12 
er - (10.30) 


= 


yo? — v2 -- v2 co 


oder 


(10.31) 


029 = 
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Denkt man sich gemäß (10.5) v2 durch ein Gravitationsfeld ersetzt, so 


folgt 
20\? 
==} 


= [1 2) —.— EN | (10.32) 


N 1 28 + cos? p) 


Entwickelt man den Bruch für schwache Gravitationsfelder Zalr <1)in 
eine Reihe, so findet man 


pr (1 -=) k wo + cos2)| 
r 2 
und schließlich “ 


Bm e|ı = a + cos? o|- 033) 


Hiermit ist also gezeigt, daß cin der allgemeinen Relativitätstheorie keine 
- Konstante ist: sie ändert sich mit der Gravitation (x) und mit dem Win- 
_ kelo. Fürr — oo erhält man den Wert für die Vakuum-Lichtgeschwindig- 
keit, die in der speziellen Relativitätstheorie eine Konstante darstellt. 
Wenn 9 = 90° oder @ = 0° ist (Lichtgeschwindigkeit senkrecht bzw. in 
Richtung der Gravitationskraft), so erhält man 


eo, = e[1 _ 2) bw. q= [ı = =). (10.34). 


Im Michelson-Versuch wurden die Lichtgeschwindigkeiten senkrecht 
zur Gravitation verglichen, aber. in verschiedenen Richtungen der Erd- 
bewegung. Unter diesen Bedingungen ist stetsc = const. Würde man den 
Michelson-Versuch aber so durchführen, daß die Lichtgeschwindigkeit ein- 
mal senkrecht und das andere Mal parallel!) zur Richtung der Gravitation 
gemessen würde, so müßte sich ein Unterschied Ac = c, — 0, der Licht- 
geschwindigkeiten ergeben, der Ace = ca/r »s 5 cms”! beträgt. Kr 
Dieser Effekt liegt außerhalb der gegenwärtigen Meßgenauigkeit für 
c = (299792456,2 + 1,1) ms!, die jetzt also dce= +11 ms”! beträgt. 


1) Die parallel und antiparallel zur Richtung der Gravitation gemessenen 
‚Lichtgeschwindigkeiten sind gleich groß, da ja c„ von cos? g@ abhängt; 
cos? p = 1 für 0° und 180°. ze 
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Beim Versuch von Poun» und REska spielt dieser Effekt keine Rolle: 
Die Quelle wurde periodisch auf- und abbewegt; durch Differenzbildung 
der gemessenen Strahlungsintensitäten fällt ein etwaiger Einfluß der Licht- _ 
geschwindigkeitsänderung ohnehin heraus. 
Dieser Effekt ist. zu klein, um ihn — gegenwärtig — experimentell über- 
prüfen zu können.!) Die Werte der Lichtgeschwindigkeiten, am Erdboden 
bzw. in 10 km Höhe gemessen, unterscheiden sich nur um 10712, 

Wegen der Beziehung (10.23) kann man die obigen Gleichungen, in denen 
a = G Me bzw. a/r = G Me? r auftritt, folgendermaßen schreiben: 


gk 2g% 
= e1-%) und a=el er) (10.35) 


Im Gegensatz zur Newtonschen (dynamischen) Theorie liefert die Einstein- 
sche (geometrische) Theorie für die effektive Lichtgeschwindigkeit im 
Gravitativonsfeld einen kleineren Wert als im gravitationsfreien Raum. 
Die Experimente . zur (radioastronomischen) Bestimmung der Lächt- 

“ gesehwindigkeit in Gravitationsräumen haben zugunsten der Einstein- 
schen Theorie entschieden [80]. 


10.5. . Das Weltlinienelement 
des vierdimensionalen nichteuklidischen Konfinuums 


Es wurde bereits dargelegt, daß die Raum-Zeit bei beschleunigten Be-- 
wegungen und — gemäß dem Äquivalenzprinzip — in Gravitationsfeldern 
keine euklidische Struktur besitzt. Demzufolge muß das Weltlinienele- 
ment der SRT in eine allgemeinere Form gebracht werden 

Wie kann man die physikalischen Gesetze und die Gleichungen für die 
Naturerscheinungen. darstellen, wenn die „üblichen“ Raum- und Zeit- 
koordinaten nicht mehr angewendet werden können, da keine euklidische 
Struktur vorliegt? Das Problem, die physikalischen Gesetze darzustellen, 
ohne eine bestimmte Geometrie a priori zugrunde zu legen, ist äußerst kom- 
pliziert. Es war im wesentlichen allein das Werk eines Mannes: ALBERT 
Eınsteis, der mit der ART zugleich eine Gravitationstheorie schuf, 
Die mathematische Schwierigkeit der Aufgabe hat Ernstein dadurch ge- 
löst, daß er die Riemannsche Geometrie, in der der Begriff der Raum- 
krümmung auftritt, auf das Problem anwandte. Hierbei konnte Eınsren 
auf wichtige mathematische Ergebnisse zurückgreifen: Die von 0. F.GAuss 
(1827) ‚begründete Theorie der gekrümmten Flächen (‚‚Gaußsche Koordi- 
naten‘“) — eine allgemeine zweidimensionale Geometrie — hatte B. Rım- 


ı) Es sind gegenwärtig drei Effekte der ART empirisch nachprüfbar: 1. Licht- 
ablenkung, 2. Rotverschiebung, 3. Periheldrehung. 
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MANN (1854) zu einer Geometrie von Räumen beliebig vieler Dimensionen 


ausgebaut. Die analytische Form dieser Theorie wurde von Bıccı und. . 


Levı-Civırä (1901) sowie von -CHRISTOFFEL entwickelt. 
B. Rızmann hat 1854 eine Erkenntnis ausgesprochen, deren Bedeutung 
erst 60 Jahre später für die Physik durch A. Einstein erkannt wurde. 
Nach RıEMmANnN sind die geometrischen Gesetze in der materiellen Welt 
nicht wie ein starres Gebäude a priori gegeben, in das gewissermaßen die 
physikalische Welt hineingesetzt wird. Vielmehr ist es.ein Problem der 
Physik, die Gesetze aufzudecken, die man. als geometrische Gesetze der 
materiellen Welt ansprechen kann. Damit wird die Geometrie zu einem 
Gebiet der Physik, zu einer Erfahrungswissenschaft,. 
Man spricht mitunter von einer Verschmelzung zwischen Geometrie und 
Physik, von einer Synthese der Gesetze. von PyrHAcoras und NEWTORN. 
Auch die Bezeichnung ‚„Geometrisierung der Gravitation“ ist üblich ge- 
worden. Die enge Beziehung zwischen Geometrie und Physik kommt u. a. 


‘- in den Arbeiten von WHERLER zum Ausdruck It. 60]. Das Studium der 


geometrischen Verhältnisse in der Natur ist zu einer Päysikalischen Auf- 
gabe geworden. ; 

Von :RiEMAnN wurden die mathematischen Hilfsmittel Sercheffen.; um 
auch gekrümmte Räume — nicht nur dreidimensionale; sondern auch. 
n-dimensionale — darzustellen, die jedoch nur durch Symbole, nicht durch 


anschauliche Figuren, faßbar sind. 


Der Kosmos ist also — nach Einstein — nicht wie in der klassischen 
Mechanik. eben, sondern gekrümmt. — bedingt durch die gravitierenden 
Massen. Das mathematisch definierbare Krümmungsmaß ist für ebene 
Flächen und Räume gleich Null, für gekrümmte Flächen und Räume von 
Null verschieden. In hinreichend kleinen Gebieten —. bei vernachlässig- 
barem Gravitationsfeld — gilt die euklidische Geometrie mit genügender 
Genauigkeit. Allerdings hat der Weltraum keine konstante Krümmung, 
so daß die Aufgabe wiederum nicht einfach ist. 
Aus diesem Grunde gilt — wie auf der rotierenden Scheibe — von „Ort zu 
Ort“ eine andere nichteuklidische Geometrie. Die Krümmung ist auch‘ 
zeitlich veränderlich, da sich die Massen bewegen. 
Die raumzeitliche Veränderlichkeit der Krümmung führt zu merkwürdigen 
Konsequenzen: Ein im gekrümmten Raum (R,). messender Beobachter 
kann z.B. einen „geraden“ starren Stab definieren. Dieser Stab erscheint 
aber einem im gekrümmten Raumgebiet (R,=+ R,) messenden Beobachter ° 
. nicht gerade, sondern gebogen. Ändert sich nun die Krümmung im. Ge- 
‘. biet RE, mit der Zeit oder begibt sich der Beobachter mit dem Stab von. 
'R, nach R,, wobei R, = R,=# R,, so beobachtet der. Physiker in R, Ver- 
biegungen des Stabes (z.B. schlangenhafte oder molluskenartige Bewegun- 
gen). Hiervon bemerkt der Physiker in E, allerdings nichts; denn er selbst 
. und seine Meßgeräte werden entsprechend mitverändert.: Ein in R, von 
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dem dortigen Physiker aufgebautes geradliniges Koordinatensystem wird 
der Physiker in R, als krummlinig bezeichnen. 

. Im allgemeinen hat man an den einzelnen Stellen des Raumes die ver- 
- schiedensten Maßbestimmungen zu verwenden, die vom jeweiligen Gravi- 

tationsfeldam betreffenden Ort abhängen. 

- In der SRT gilt für den Abstand zweier Weltpunkte E, und E,, für das 
Quadrat des Linienelementes!) bzw. für die Metrik der Fläche 

. de=dX2? +43 +4 +d%%. (10.36) 

Will man zu einem beliebigen System mit den Koordinaten x,, %p, Ug, I 

.. übergehen, die in beliebiger Weise von X,; X,, X,, X, abhängig sein kön- 

nen, so muß man den Abstand ds der Punktereignisse E, und E, (Gl. 10.36) 
durch die neuen (infinitesimalen) Koordinatendifferenzen de, Any, dmg, 

‚de, ausdrücken (abgekürzt: dx, mit: = 1, 2,3, 4). 

.. Die da, erhält man aus.den. dX,.mit Hilfe der Differentialrechnung, indem 
man den „Satz vom totalen Differential“. auf Au Funktionen an- 
Monde 

X, = JR: 89 %; 2) > 
Kg = faldy, %g, Dig: %) > 
n = fa, 2; %g 0) ; (10.37) 
— fulnı U, gr 2a) er 
Es nigbnn ER für das totale Differential der AX, 


a oE2. + 0 + ae, +. 
E22 + Bde 
ax =. dn + an + en + ed, 
a an Ran en + an. 


Die ‚(kartesischen) an ax, nase ‚also a die beliebigen 
(krummlinigen) Koordinaten dx, ausgedrückt werden.) 


1) Im Unterschied zu vorangegangenen Abschnitten werden hier große Buch- 
staben für die Koordinaten verwendet; in der verallgemeinerten Form erhält 
man dann schließlich wieder die gebräuchlichen kleinen Buchstaben ®. — 
Des weiteren sei darauf hingewiesen, daß in der Literatur für ds? eine unter 
schiedliche Summenbildung verwendet wird; beispielsweise werden die ax3 
der „Raumkoordinaten“ oft negativ verwendet, ax? positiv. Das ist für die 
. Invariante ds? unerheblich. 

3 Die x, sind relative Ganßsche Kaprlinnien- 
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Nunmehr ist ax: 2 2 ax? “E dx? +dX? zu bilden. Für ar erhält man 


folgende. 10 Summanden: 


‚dx? B ee ae 
| en a Tan da + 2 E de 
an + 2,2% E dndn +2 dad,’ 
Han) it ann = de, de, | 


In analoger Weise ergeben sich je 10 Summanden für dX}, dXz; und dX/, 
so daß für das Quadrat des Linienelementes insgesamt 4 - 10 = A Sum- 


manden resultieren. 


. Führt man zur besseren Übersicht folgende „Abkürzungen“ ein, so ergibt 


sich 


_ [9X \? 
1 (5) +( 


0X, 0X, 
de Or, 
_ 9X 0X, 


Im, 00, 


0X, 9X, 
0%, % 


Ie = 


I = 


_ fax, 


_ 0X, 8X, 
I Om 


_ 3X, 2X, 
1 0%, 00 


2x, 
0x, 


2x, 
0% 


0%, 0X, 
dr Om, 
0%, 0X, 
m Fr 
0X, 0X, 
Fr R7 


0X, 0X, 


Ga, Dr 


0X, 0X, 


\+( 


OX1? , (0X, 
0% un 02, 


[+ 


0X, 0X, 
0%, 0%, 
0X, 0X, 
0%, 0%; 
0X, 0X, 
0x, 0% 


oX,\2 fax. 
, 


ax, OX,. 
Or, 0%, 
0X, 0X, 


FD 


=). 


Or, 08, 
0X, 0X, 
9m. Dx, 
02, 0%” 


= 


CL 


Or, OR, 
O2, 02° 


Dieser kurze Ausdruck stellt also i. a. 40 Summanden dar. 
. Die g,, sind Größen, die in bestimmter Weise von den x, abhängen. Sie 
bestimmen das Verhalten der Einheitsmaßstäbe relativ zu den x,-Koordi- 


Fläche und die Koordinatenwahl bestimmt. Diese Funktionen beschreiben 


hältnisse im raumzeitlichen Kontinuum als auch das Gravitationsfeld. 
. Man hat wiederum zwischen zeitartigen und raumartigen Linienelementen - 
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 [0X,\®  (0X%,\: (oxX,\e (oX,\e 
1 (u) +) +) +) 

‚0X, 0X,  0X,0X, 0X,0X, 0X, 0X, 
u da On Om Or I Om Om 


_ foX, 0X, 0X, 0X,\2 
(+ + (=) +) 


Es ist ohne Verlust an Allgemeinheit g,, = 9,,, also 
I = Is Is = In Sa > Ins Is Is Ian Ianı Isa = Tas : 


Damit stellt.sich das Quadrat des Linienelements in den neuen Koordina- 
ten wie folgt dar: 


ds? = g,, day + 99: day + 95: day + 94 da; 

+ 2 912 die, ding + 2 915 de, ding + 2 91, de, day 

+ 2 995 dx, die, -+ 2 95, de, des + 205 de, da,. (10:38) 
Diese invariante „Entfernung“ ds bzw. die Metrik der Fläche ds? kann 
als verallgemeinerter pythagoreischer Lehrsatz für die vierdimensionale 
Welt ‚aufgefaßt werden. 


Es sei daran erinnert, daß.x, = i € E gesetzt ist. 
Eine weitere ee der. Summe ist 


ds? — 5; Ins Amy da, (10.39) 


Ky= 
Es ist üblich — nach einem Vorschlag von EINSTEIN —, auch das Summen- 
zeichen wegzulassen: 


dt = g,,da,d,. (10.40) 


naten?!), also auch relativ zu der Fläche des gekrümmten Raumes. Die 
u, variieren mit dem Ort im Kontinuum; sie sind durch die Natur der 


in bezug auf die gewählten x,-Koordinaten sowohl die metrischen Ver- 


zu unterscheiden. 


ı) Die z;-Koordinaten stellen (dimensionsiose) Zahlen dar, die jedem Punkt 
des Kontinuums zugeordnet werden. 
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Geht man zu. einem anderen System über, so gilt folgende Invarianz- 
.. ‚beziehung: 
ds? — g,, da, de, = 9,, da, de, . 


Gemäß dem Äquivalenzprinzip ist die Aussage, daß sich ein Massenpunkt 
beschleunigt bewegt, gleichwertig mit der Feststellung, daß er sich unter 
dem Einfluß eines Gravitationsfeldes befindet. Demzufolge ist durch das 
. (verallgemeinerte) ds? die Weltlinie eines Punktes im Gravitationsfeld ge- 
geben. Das Gravitationsfeld ‚wird durch die g-Faktoren (g,,) bestimmt, . 
die auch metrische Koeffizienten genannt werden. Sie spielen eine analoge 
Rolle wie das Gravitationspotential in der Newtonschen Theorie; man be- 
zeichnet die. g,, auch als die 10 Komponenten des Gravitationspoten- 
"tials. 
“ Kennt man die metrischen Koeffizienten g,„, (relativ zu einem. beliebigen 
Gaußschen Koordinatensystem) für jede Stelle des Koordinatennetzes, so 
lassen sich die geodätischen Linien rechnerisch finden. - 
Ist in einem Bereich relativ.zu dem betrachteten Koordinatensystem kein 
‘ -Gravitationsfeld vorhanden, so erhält. man das ‚Weltlinienelement der 
SRT. Es ist nämlich in diesem Fall DE 2 

I Ipa = Iaa = a 6 

Ira = Iıs = Gun = Gas — I = 0. 
Dämit erhält man dann ds? = da? + da, + dx} + de}, also den vier: 
dimensionalen euklidischen Spezialfalll): —. 

de =dX,, dy=dX,, dy=dX,, du=dX,.. 
“ Nur in diesem Fall sind die &,-, %,-, &,- und x,-Kurven gerade Linien im 
Sinne der euklidischen Geometrie, die aufeinander senkrecht stehen. Das 
heißt: Die Gaußschen Koordinaten werden kartesische. Jeder Punkt eines 
Kontinuums ist durch soviele Zahlen (Gaußsche Koordinaten) gekenn- 
zeichnet, wie das Kontinuum Dimensionen hat. 

Die Koeffizienten g,, des Linienelementes bilden einen symmetrischen 
'kovarianten. Tensor 2. Ranges, den man in der ART als Fundamental- 

tensor bezeichnet: . 


Ir: Ge. Is In 
%ı Ian Is Im “ (10.41) 
I Isa Ies Isa - \ 
Iı Ge Is Im 
1) Die dimensionslosen da; hat man sich jeweils mit der zugehörigen Maß: 
einheit multipliziert zu denken; das erkennt man aus. der durchgeführten 
Vereinfachung. a 
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Wegen Gr hen bleiben von den 16 Elementen 10 Tensorgrößen übrig, die 
das Gravitationspotential darstellen. 
In der SRT ame die 16 Grögen (42 Tlsente) fülgende kc konstante Werte 
an! 


1000 N 
0100 
0010 
0.0.0.1. 


Während in der Newtonschen Theorie der Gravitation das Potential @ ein 
Skalar ist; also durch. eine einzige Größe gekennzeichnet ist, erscheinen in 
der Einsteinschen Theorie 10 Koeffizienten g,,, die das Gravitations- 
potential bestimmen. Durch die.10 unabhängigen Komponenten des 
.. metrischen Tensors g,, besitzt die Einsteinsche Theorie eine allgemeinere 
mathematische Struktur als die Newtonsche Theorie. 

Bei der Aufstellung der Einsteinschen Theorie ging es schließlich um eine 
'Verallgemeinerung der Poissonschen ung für das Newton- 
sche Potential o: 0 


MAM=-4nGo (10.42) 


hierbei ist A der Laplace-Operator, der in  kartesischen Koordinaten die 
Form. 

92 ... 92 02 

Aegataatza 


besitzt. Die Potentiale g,, hängen von der Verteilung der Massen ab, die 
ihrerseits die Krümmung des (niehteuklidischen) Kontinuums bestimmen, 
Die Bewegung eines Körpers im. Schwerefeld wird in den Einsteinschen 
Feldgleichungen (10.44) als Trägheitsbewegung im nichteuklidischen Konti- 
nuum betrachtet, das Linienelement (10.40) dieses Kontinuums wird durch 
. die 10 Gravitationspotentiale g,, bestimmt. Die Bestimmung der Geometrie 
bedeutet die Bestimmung des Gravitationsfeldes und umgekehrt... 

Die Einsteinschen Gleichungen stellen Verallgemeinerungen der Poisson- 
schen Differentialgleichung (10.42) dar: An Stelle der -Massendichte o 
tritt ein Tensor 7',, auf, der die Energiedichte, Impulsdichte,. Massen- 
stromdichte, Drücke und Spanalueen.D mathematisch zusammenfaßt: j 


(10.43) 


Br gu R+ #1 =0; er rs (10.44) 


_ hierin bedeutet RR, den Riemannschen Krümmungstensor und x die . 
. relativistische Gravitationskonstante. EINSTEIN konnte zeigen, daß dieses 

Gleichungssystem im Grenzfall das Sinnchere Nowronsehe Gesetz ent- 
hält. i 
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In der Folgezeit sind weitergehende Verallgemeinerungen der Einstein- 

‚schen Gravitationstheorie entwickelt worden, an denen Emstem 2. T. 
selbst mitwirkte. Seit 1961 ist eine Skalar-Tensor-Theorie von BrAns und 
Dioxr!) bekannt, die mit 11 Komponenten das Gravitationsfeld darstellt. 
Schließlich sind auch in den letzten Jahren 16-komponentige Theorien 
weiter untersucht worden, so z. B. von IWANENKo, Merier und TREDER?). 
Diese allgemeineren Theorien haben eine besondere Bedeutung bei der 
Einbeziehung des Grevitationsfeldes in die Elementarteilchenphysik. Mit 
ihrer Hilfe können weitere:neue Effekte vorhergesagt werden, die in der 

' Einsteinschen ART nicht enthalten sind. 
Die mathematischen Hilfsmittel (Tensor-Kalkül) und ihre Handhabung 
gehören nicht zum Anliegen dieses Buches, dessen Zielstellung es ist, den 
Leser an die relativistische Problematik und die weitergehende Literatur 
mit elementaren Mitteln heranzuführen. Wenn diese Hinweise und An- 
regungen zum tieferen Studium führen, so ist der Zweck erfüllt. 


10.6. - Folgerungen und experimentelle Prüfungen der ART 
10.6.1. Gravitations-Rötverschiebung und Zeitdilatation 


Ein Lichtquant verringert seine Energie X = h v, wenn es sich in Richtung 
der Schwerelinien vom Gravitationszentrum wegbewegt.. Es tritt eine 
Frequenzverringerung auf, d.h. eine Vergrößerung der Wellenlänge, die 
sich einfach. berechnen läßt: Das Lichtquant besitzt die Masse m = h vjc? 
und verrichtet. gegen das Gravitationsfeld die Hubarbeit W = mg Ar. 
.Ee’gilt also ae 


hv 
W= 27 Ar. 
Dem entspricht eine Verringerung der Quantenenergie 
E=khh=W, j 
also i . i 
u h="7g Ar - 010.45), 
bzw f 
Av  gAr : 
eG - Bi 120,48) 


1) Brans, C., and R. H. Dicker: Physic. Rev. 124-(1961) 925. 
. 2) Taepzr, H.-J.: Forsch. u. Fortschr. 11 (1967) 132. 
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Für eine Höhe oberhalb der Erdoberfläche von 7 — = Ar= 1m ergibt 
sich eine relative Frequenzänderung von 


dv = 11-108, 


Derartig kleine Energie- bzw. Frequenzänderungen sind mit Hilfe der 
„rückstoßfreien Kernresonanzabsorption“ (Mößbauer-Effekt) meßbar. . 
Von Pounp und REBKA!) wurde diese Frequenz- oder Rotverschiebung 
durch Mößbauer-Spektrometrie erstmalig im irdischen Gravitationsfeld : 
nachgewiesen. Sie benutzten die extreme Energieauflösung der 14,4 keV- 
y-Linie von SiFe (Mößbauer-Quelle: 37Co) zur. Prüfung dieses von der 
ART geforderten Gravitationseffektes. Die verwendete y-Linie besitzt 
eine außerordentliche Schärfe, d.h. eine geringe relative Linienbreite von 
Avfv = 3,3 - 10-2, wodurch eine enorme Meßgenauigkeit gegeben ist. 

In dem Experiment von Pounn und Rzzka befanden sich Quelle, Rese: 
nanzabsorber und y-Detektor (Beobachter) in einem Turm der Harvard- 
Universität vertikal übereinander (Ar = 22,6.m). Die y-Quanten wurden 
einmal entgegen der Schwerkraft und einmal — nach Vertauschen von 
Quelle und Absorber — in Richtung der Schwerkraft ausgestrahlt, wobei 
die Energie- oder Frequenzverschiebung gemäß (10.46) bestimmt werden 
sollte. Eine Rotverschiebung (Energieverringerung) wird beobachtet, wenn 
das Quant die Meßstrecke Erdoberfläche — Turmspitze zurücklegt; in ent- 
gegengesetzter Laufrichtung wird eine Violettverschiebung festgestellt. 
Für das zweimalige Durchlaufen der Meßstrecke — nach Vertauschen von 
Quelle und Absorber — ergibt sich als.theoretischer Wert 


(2) —4,92.10-5. (10.47) 
th - ; \ 


Die Messung dieser. relativen Frequenzänderung ist mit der obigen rela- 
tiven Linienbreite möglich, wenn es gelingt, Verschiebungen der Resonanz- 
kurve (Abb. 9.7) um etwa 1/100 ihrer relativen Linienbreite zu erfassen. 
Das ist Pounp und ReskA ER Die Auswertung ihrer Messungen 
‚ergab 


(7) Bes Er + 0,51) R 10735 £ > E (10.48) 
9 exp ; : 


Innerhalb der Fehlergrenzen ist die Gravitations-Rotverschiebung in .den 
Jahren von 1960 bis 1965 durch die Linienverschiebung von Gammastrah- 
len mit Hilfe des Mößbauer-Effektes im Erdfeld von Pounp, REBKA und 
SNIDER sogar auf + 1%, bestätigt worden. 


2) Pounp, R. V., and G. A. REBKA: Physie, Rev. Letters 4 (1960) 337; siehe 
auch Povsp, R. V., and J. Swıpar: Physic. Rev, 140B (1965) 788. 
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"Das Minimum der Mößbauer-Linie (Abb. 9.7) ist. typisch für die Resonanz- 
absorption. In der waagerechten Versuchsanordnung nach PounD und 
Rasa würde dieselbe relative Änderung der Impulsrate, die von (energie- 
abhängigen) Detektoren gemessen wird, eintreten, wenn zwischen Quelle 

. und. Absorber die Relativgeschwindigkeit Av/v = v/e besteht. Hieraus 

folgt, daß die durch Gravitationswirkung hervorgerufene Linienverschie- 
bung (10.46) durch Doppler-Effekt herbeigeführt werden kann, wenn die 


Geschwindigkeit » zwischen Quelle und Absorber 
v = 5,13 10-15 .3. 1010 ems-! & 15 . 10-3 oma 


beträgt. “ 

Die Versuche von PounD, RusKa und SNIDER gehören zu den bemerkens- 
wertesten Experimenten der Physik, die mit höchster. Präzision durch- 
geführt wurden. 72 i 
: Um Unterschiede der Eigenfrequenzen von Quelle und Absorber zu ver- 
meiden, . dürfen ‚keine Temperaturunterschiede vorkommen. Bei einem 
Temperaturunterschied von 1 K würde ein Effekt in der Größenordnung 

des gesuchten auftreten.‘ Schließlich wurden zur Vermeidung von Un- 

gleichheiten im Gitteraufbau Quelle und Absorber vertauscht. er 

“ Zwar. ist die Gravitations-Rotverschiebung recht genau bekannt, sie ist 

. jedoch, der am wenigsten interessante Teil der ART, da. die eigentlichen _ 
Feldgleichungen der Gravitation gar nicht berücksichtigt werden. Essind | 
z. B. bei der Herleitung der Gravitations-Rotverschiebung der Spektral- 
linien nur das Äquivalenzprinzip und die SRT(E = m, = m, = me) 
‚erforderlich. So ist also die Bestätigung der Gravitations-Rotverschie- 
‘bung mit Hilfe des Mößbauer-Effektes nicht für die Gesamttheorie 


schlüssig. _ 


Das Experiment von PounD und RaskA beweist nur, daß-Photonen der. 
..‚Schwerewirkung unterliegen. a ‚ > Er 
Bevor das Experiment von Pounp und REBKA möglich wurde, war man 
auf die Analyse der Wellenlängen von Spektren angewiesen, die von 
Himmelskörpern emittiert werden. . Die „Verschiebung der Spektral- 
linien“, die von Atomen in der äußeren. Sonnenschicht emittiert werden, — 
verglichen mit denselben-Linien auf der Erde — berechnet man aus der 
Potentialdifferenz euer ee 
Aa GM ( 1.01 = 


v ce? 


(10.49) 


71 r5 


Da die Erdentfernung r, sehr viel größer als der Sonnenradius rz ist, ergibt 
sich u ae a: 
A = 21.10, 

v 
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Dies bedeutet, daß alle ren » bzw. Wellenlängen A der auf der . 
Sonnenoberfläche emittierten Spektrallinien. gegsuubet den auf der Erde 
emittierten um 2,1 - 10% verschoben sind. 
. Dieser Effekt ist — abgesehen von seiner Kleinheit — auf Grund Kr 

‘ Einflüsse, die sich diesem Gravitationseffekt überlagern, schwer zu messen. 
Insbesondere überlagert sich wegen der Störungen in der .Gashülle .der 


Sonne, wo die Atome große Geschwindigkeiten erlangen, ein Doppler- 


Effekt.}) 

-Die Verschiebung üch Spektrallinien ist für den schweren Berldier: des 
' Sirius etwa 30mal so’ groß wie bei der Sonne, da der Wert M/r 30mal so groß 
"ist. Dieses Ergebnis wurde von W. Anams?) bestätigt. Die Genauigkeit 
der Messungen von Frequenzverschiebungen der Spektrallinien des Son- 
nenlichtes liegt zwischen 5%, und 10%. Die r-Werte in (10.49) sind, genau 
genommen, nicht exakt gleich den Entfernungen, die-mit den üblichen 
astronomischen Methoden. berechnet werden, da diese auf der Voraus- 
setzung des euklidischen Raumes beruhen und die Lichtstrahlen als ge- 

rade Linien gedacht werden können. Der Unterschied ist allerdings klein 
von höherer Ordnung, so daß er vernachlässigt werden kann. 


Eine unmittelbare Messung der allgemein-relativistischen Zeitdilatation 
kann in absehbarer Zeit auf der Erde. ausgeführt werden. Die geringe 


Gangdifferenz zweier Uhren, die sich in unterschiedlich starken Gravi- 


tationsfeldern befinden, könnte man mit Hilfe der Molekularstrahl-Maser- 
Oszillator-Uhren: messen.?) 


Die relative Ganggenauigkeit dieser Uhren liegt bei 5. 10-13, Das bedeu- 
tet einen Fehlgang von 1:s in 70000 Jahren oder 15 gs in einem Jahr. 


Die Gangdifferenz Zweier Uhren berechnet r man analog zu u 46) als 
4 _9 "Ar: i 


u Br en (10.50) 


Vergleicht’man zwei solcher Piäeikionsuhren. von de eine auf Meeres- 
höhe, die andere auf dem Mount Everest (8,8 - 10% m) stationiert ist, so 
müßte sich gemäß der Beziekung (10. 50) aus der ART nacht = 1 Jahr _ 
= 3,15 1075 eine Gangdifferenz At= 31 us ergeben. Dieser Effekt ist etwa 

doppelt so groß wie die heute erzielbare Meßgenauigkeit, so daß er meß- 


bar ist. Die allgemein-relativistische Zeitdilatation durch die Sonnen- ... 


gravitation wird auch mit Hilfe von Raumsonden untersucht, die zu 
anderen Planeten starten. > 


1) FREUNDLICH, E.F,, and W. Unpsasamv: Monthiy Notices Ber astronom. 
Sah Soc. 104 (1944) 1,.40. 

. 2) Anaus, W.: Proc. nat. Acad. Sei. USA 11 (1925) 382. 

', 3) Cocka, W..J.: Physie. Rev. Letters 16 (1966) 8: 662. 
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10.6.2. Ablenkung elektromagnetischer Wellen im Gravitationsfeld 
Die relativistisch berechnete Ablenkung ö ist zur Hälfte durch die Änderung 


der Lichtgeschwindigkeit und zur anderen Hälfte durch den nichteukli- 


dischen Charakter der räumlichen Geometrie bedingt. Das Zusammen- 
wirken beider Effekte bedingt die Abweichung vom klassisch berechneten 
Newtonschen Wert öy. Die beiden Anteile erscheinen in der vollstän- 
digen Einstein-Theorie als einheitlicher Effekt: 6. = 26, Ein in Sonnen- 
nähe vorbeigehender Strahl erfährt sowohl eine Ablenkung als auch eine 
Laufzeitverzögerung. Die Einsteinsche Theorie fordert ö = 1,75”, die 
Skalar-Tensortheorie von BRANs und Diekz hingegen nur 1,63”. Die bis- 


. .herigen Messungen scheinen für den Einsteinschen Wert zu sprechen. 


Die Strahlenkrümmung im Gravitationsfeld der Sonne läßt sich neuer- - 
dings auch mit Bilfe interferometrischer Methoden der Radicastronomie 

bestimmen. Man beobachtet 2 Radiosterne (Quasare), die geringen 

sphärischen Abstand haben und von denen eine Radioquelle der Sonne. 
(scheinbar) möglichst nahe kommt oder von der Sonnenscheibe bedeckt 

wird. ’ 

Aus den Änderungen des Winkelabstandes der beiden Quasare durch den 

Einfluß des Schwerefeldes der Sonne kann man den Ablenkungswinkel ö 


‚ermitteln. Die Messungen wurden von zwei Gruppen!) 2) unabhängig 


voneinander nach verschiedenen Methoden ausgeführt. Eine der Radio- 
quellen näherte sich. dem Sonnenzentrum bis auf 1,2.Sonnenradien; die 
andere blieb weiter als 21 Sonnenradien entfernt. 

Die Interferometer bestanden jeweils aus zwei Antennen im Abstand von 
etwa 1 km bzw. 22km. Die Antennen der ersten Gruppe hatten Durch- 
messer von 27 m und 40 m; die der zweiten Gruppe 26 m und 64 m.: 


- Man mißt die Phasendifferenz y, der Wellen der Radiogquelle 1, die nicht 


vom Sonnenfeld beeinflußt wird. Dann schwenkt man beide Antennen 
auf das Objekt 2 und mißt die Phasendifferenz 9,. Der Unterschied 9,—9, 
bleibt zeitlich so lange konstant, bis sich das Objekt I dem Sonnenrand 
mehr und mehr nähert. Sodann tritt auf Grund der Strahlenkrümmung 
eine merkliche Änderung des Winkelabstandes beider Quasare auf. 

Diese empfindlichen Interferometermethoden sind den zum Teil umständ- 
lichen Expeditionen zur Messung.der Lichtablenkung im Bereich optischer 
Wellenlängen während der seltenen Ereignisse der Sonnenfinsternis vor- 
zuziehen. 2 


. %) SmIELSSTAD, G.A.,R. A. SRAMEE and K. W. WsiıLER: Measurement of the 


Deflection of 9,602 GHz Radiation from 3C. 279 in the Solar Gravitational 
Field. Physic. Rev. Letters 1970, 8. 1373. 

2) MÜRLEMANN, D. OÖ, R.D. Exkurs and E. B. Fomauont: Radio Interfero- 
metrie Test of the General Relativistie Liglit Bending Near the Sun. 
Physie. Rev. Letters 1970, 8. 1877. 
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. Die eine oischetone. erhielt den Wert 6 = (1,77 +0: ‚70)”, die andere 
das 1,04fache des: Einsteinschen Wertes, so daß erstens die. beiden Eirgeb- 
nisse hinreichend gut übereinstimmten und zweitens der Einsteinsche Wert. 
wahrscheinlicher zu sein scheint als der Wert nach Brans und Dioxe. : 

Mit der Strahlenkrümmung im Gravitationsfeld ist auch eine etwas ver- 
größerte Laufzeit der elektromagnetischen Signale verbunden, die in den 

' Versuchen von 1. I. Suapmo gemessen wurde. 
Die Krümmung von Lichtstrahlen, die eine Masse M passieren, wird im 
folgenden berechnet. 

Gemäß dem Äquivalenzprinzip werde zunächst an Stelle des Gravitations- 

feldes ein beschleunigt bewegter' Kasten — fern von Gravitationsfeldern — 
betrachtet, den ein Lichtstrahl durchquert. In Abb. 10.5 ist als erstes der 


ter 


v. sonst: veat 


"Weg des. Lichtstrahles darbetälre, wenn der Kasten EM W=0);} im: 
zweiten Teilbild bewegt sich der Kasten mit konstanter Geschwindigkeit 
nach oben (v = const), so daß sich für den Weg des Lichtstrahles relativ 
zum Kasten die nach unten geneigte Gerade ergibt. (Die Kastengeschwin- 

. digkeit wird als vergleichbar mit der Lichtgeschwindigkeit angenommen.) 
Bewegt sich der Kasten mit einer dauernden Geschwindigkeitszunahme 
(Beschleunigung) nach oben, so ist der Lichtstrahl im Kasten gekrümmt, 
Die Beschleunigung nach oben entspricht einer nach unten wirkenden 
Gravitationskraft. Daraus folgt, daß Lieltstrahlen in einem ruhenden 
Kasten bei anwesendem Gravitstionsfeld ebenfalls gekrümmt werden 
müssen. 


‘.. Der Ursprung des Koordinatensystems Hegt im Mittelpunkt der Masse M 


(Abb. 10.6). Die Wellenfront AA’ geht im Abstand MB =r an der Mässe 
vorbei und bildet mit der Gravitationsrichtung den Winkel go. Im Punkt B 
ist . die Lichtgeschwindigkeit 69; es gilt AB= „d&=dy. InPistr 
größer als in B; deshalb ist in B’ die Lichtgeschwindigkeit. größer als c,, 
"nämlich c.-+ Boy. Die Wellenfront wird wegen der unterschiedlichen 
Lichtgeschwindigkeit um den Winkei dy = B’ BB’ gedreht. Hierbei ist _ 


BB" = Ac,dt. Im Grenzfali ist u glrirh de,, also 
do, = = ade 
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Fixsternlicht | 


Abb. 10.6 


und 
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Des weiteren wurde gefunden (Gl. 10.33): 
= elı = —qa Ei og], 
| woraus folgt 
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Die gesamte Ablenkung ö des Lichtstrahles durch das Gravitationsfeld . 
erhält man durch Integration sämtlicher Winkel dy längs der Geraden 


z=Dvay=—obisy= - o: 
nr ps +4 Dy? } 37+ 
= Eee Malin 
> ef „5 -3[2+(&)]°- 00 
ya—o -o no ; ' 
Es ist im y/r = 1, also 2 
j y>o© . i 
er . (10.57) 


D ED "—3nD' 


Die Ablenkung ö des Lichtstrahles wird um so größer, je kleiner D ist, je 
dichter also der Lichtstrahl die Masse M passiert. Wählt man M gleich 
der Sonnenmasse und setzt D gleich dem Sonnenradius rs, so ergibt sich 
für die Krümmung, d.h. für den Ablenkungswinkel ö “. 


Ösonne = 0,848. 103 = 1,745”. : (19.58) 


. Daß (10.56) aus (10.55) folgt, erkennt man leicht, indem man (10.56) dif- 
ferenziert. ED : 

Die Lichtgeschwindigkeit ist im inhomogenen Grravitationsfeld von Punkt 
zu Punkt verschieden. Es ist gleichgültig, ob der Lichtstrahl vom Fix- 
stern ausgeht oder-seinen Ausgang vom Auftreffpunkt auf der Erde nimmt 
(Prinzip der Umkehrbarkeit der Lichtwege): ae, en 
Dieses Ergebnis bedeutet, daß ein Beobachter auf der Erde-den Fixstern, 
dessen Licht an der Sonnenoberfläche vorbeigeht, um 1,75” abgelenkt 
‚sieht, was.in.Abb. 10.7.schematisch (übertrieben) dargestellt ist. : : 
Passiert das Licht eines Fixsternes die Sonne im Abständ von 2 bzw. 
3 Sonnenradien (gemessen vom Sonnenmittelpunkt), so beträgt die Ab- 
lenkung nur 1/2 bzw. 1/3 von 1,75”. A: 
Die Messung der Lichtablenkung durch die Sonnenmasse ist. ein experimen- 
teller Prüfstein für die ART. Sie wird bei totalen Sonnenfinsternissen vor- 
genommen, indem die Fixsterne in unmittelbarer „Nachbarschaft“ der 
Sonne photographiert werden. Die scheinbaren ‚Fixsternorte erscheinen 
dann auf der Photoplatte nach außen, also vom Sonnenzentrum weg, ver- 
' schoben. Zum Vergleich photographiert man die Fixsternpositionhen in der 
Nacht etwa im zeitlichen Abstand von 1/2 ‚Jahr, also ohne Gravitstions- 
einwirkung der Sonne auf das zur Erde gelangende Fixsternlicht: Die Ver- 
schiebung beträgt auf der Photoplatte einige Hüundertstel Millimeter. Die 
von der allgemeinen Relativitätstheorie geforderte Liehtablenkung von 
6 = 1,75” ist außerordentlich gering. Es handelt sich um einen ‚Winkel 
von. etwa. 1/2000 Grad: So groß würde einem unbewaffneten: Auge eine 
Pfennigmünze in 1’km Entfernung erscheinen. Die bisherigen Messungen 
18% 
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liegen im Bereich 1,8” bis 2,7” und stützen die allgemeine Relativitäts- 
theorie, die für die Strahlablenkung gerade einen doppelt so großen Wert 
fordert wie die Newtonsche Mechanik. 

. Aus Abb. 10.7 erkennt man, daß der Lichtstrahl nieht nur durch die Sonne, 
sondern auch durch den Mond abgelenkt werden müßte. Die Ablenkung 
Örtona ist aber gegenüber dem Wergt Ögonns vernachlässigbar klein: Es gilt 


1,98 : 109 g ee 
= 95. 1 1, 


71,347 : 108 g 
az ee — — a = 4,98 - 1097 -, 
: r Be . 1,788 10° em 8 gem | 
Der Mond-Effekt ist also um den Faktor 107° kleiner, Für die Erde ist 
M 5,973 - 10° g | 

— En — 9.47 . 1018 1, 

| K 6,370 - 10° cm 9,47 gem 


M 
r Sonne 


& 


r 
Bei Gmwsgure [1.19] sind einige experimentell bestimmte Werte für .die 
Lichtablenkung angegeben. 
dadurch, daß die unter- 


. Der größte Beobachtungsfehler ergibt sich, offenbar 
schiedliche Lichtbreekung in der Erdatmosphäre infolge ungleicher Tem- 
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peraturen während der. Beobachtungen nur ungenau berücksichtigt wer- 
den kann. So erklärt sich auch die relativ große Abweichung bei der Mes- 
sung von Mronatmow: Während der Sonnenfinsternis wurde eine Luft- 
temperatur von + 23,6 °C und am Kontrolltag eine Temperatur von 
— 21 °C gemessen; die Differenz der Brechung ergibt sich zu 0,85”. Diese 
Temperaturänderungen wirken sich natürlich auch auf.die optischen Meß- 
instrumente aus. Ein möglicher Einfluß der Sonnenrrotation (v5 » 2. 10° 
ems-! am Sonnenäquator) auf die Lichtablenkung ist vernachlässigbar; 
er wäre um einen Faktor von der Größenordnung vr/c & 1075 kleiner als 
die Gravitationsablenkung. 


10.6.3. Periheldrehung der Planetenbahnen 


Aus den nichtlinearen Feldgleichungen der Einsteinschen Gravitations-. 
theorie läßt sich eine Perihelbewegung der Planetenbahnen folgern. Die 
relativistische Periheldrehung — gemessen in Bogensekunden pro Jahr- 
hundert — ist für einige Eammpelal seper in der nachstehenden Tabelle!) 
angegeben. 


Planet &100 (berechnet) &ıo (beobachtet) 
Merkur : . 43,03” 42,9 + 0,2” 
Venus. 8,63” 84 +48” 
Erde 3,8” : 5,0” + 1,2” 
Mars 1,4” _ 
Jupiter 0,06. _ 


Erdmond 0,055” 


Die Periheldrehung ist um so größer, je größer der Wert «/r ist, d.h., je 
näher sich derselbe Körper am Gravitationszentrum befindet. Die experi- 
mentelle Prüfung der Periheldrehung unterscheidet sich von den vorge- 
nannten beiden anderen. klassischen Tests dadurch, daß die Perihelver- 
rückung aus den Feldgleichungen EInsTzins gefolgert wird und somit eine 
Bestätigung der Richtigkeit dieses Gleichungssystems erbringen könnte. 
Die Periheldrehung der Merkur-Bahn war den Astronomen seit LEVERRIER, 

also lange vor Einstein, bekannt: Sie beträgt insgesamt 532” im Jahr. 
hundert. Man eliminierte alle Störeinflüsse durch andere Planeten und er- 
hielt einen seinerzeit nicht erklärbaren Rest von ca. 43” im Jahrhundert. 

Aus den Einsteinschen Feldgleichungen folgt dieser Wert unmittelbar als 


2) Näheres siehe z.B. [1.19]. 
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allgemein-relativistischer Effekt. Der eigentlich beobachtbare Effekt der _ 
beim Merkur ist rund 12,5mal so groß wie der relativistische Effekt. Bei 
der Erde machen. die Störeffekte a und oe) 154” 29 
Jahrhundert aus. 

Es werden Experimente erörtert, die die nelaitrietischs Periheldrehung 
auch mit künstlichen Satelliten zu messen gestatten, wozu natürlich län- 
gere Beobachtungsdauern erforderlich wären. Auf der elliptischen Bahn 
ändert sich die Geschwindigkeit einer umlaufenden Masse, was eine Massen- 
änderung und damit eine Bahnrotation zur Folge hat. Diese nach der 
SBT zu berechnende Periheldrehung beträgt jedoch. im Fall des Merkur 
nur 7” pro Jahrhundert. Hingegen erklärt die ART die 43” pro Jahr- 
hundert für den Planeten Merkur zufriedenstellend. 

Die Planeten bewegen sich nicht auf Ellipsenbahnen, sondern auf nicht- 
geschlossenen rosettenförmigen Bahnen (Abb. 10.8). 


VD Rösetten- 
\ pewegung 


\ 
\ 
| 
j 
! 
‚50% Abb. 10.8 | 


_— 


Die große Achse der Ellipse beschreibt eine Präzessionbewegung.. Die 
‘ Planetenbahn ist — nach Berücksichtigung von Störungen — keine 
ruhende Ellipse wie aus der Newtonschen Theorie folgen würde, sondern 
gemäß der ART eine langsam rotierende Ellipse. 
Die Ellipsenbahn des Merkur führt erst in’ 3 - 10% Jahren eine vollständige 
Rotation aus, d. h., die Ellipse hat erst nach dieser Zeit eine vollständige 
Rosettenbahn. beschrieben. 
Der Unterschied zwischen dem Newtonschen und dem Einsteinschen Ge- 
setz ist allerdings sehr gering. Eımnsreisns und Nzwrons Theorie sind je- 
doch in physikalischer Hinsicht grundsätzlich verschieden. Die Einstein- 
sche Theorie gibt für die Drehung der Planetenellipse im Sinne der Um-/ 
laufbewegung pro Umlauf (im absoluten Winkelmaß) die 
a& 
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hierin bedeuten 


«a die große Halbachse der Ellipse, 

e = Ya? — BRjar die Exzentrizität der Ellipse, 
b die kleine Halbachse, _ 

T die Umlaufzeit des Planeten, 

c die Lichtgeschwindigkeit. 


Diese Beziehung kann mit: dem 3. Keplerschen Gesetz 


a8 = um, = ae | 


worin M, die: Masse der: ae bedeutet, auch wie et Ren. wer- 
den: ’ 
6r@M, 
Teer, (10.61) 
Die gute Übereinstimmung zwischen dem beobachteten und dem. aus der 
Einsteinschen Gravitationstheorie folgenden Wert für die Drehung des 
Merkur-Perihels wurde als Bestätigung der Feldgleichungen Eınstems 
gewertet. In jüngerer Zeit sind weitere Gravitationstheorien — teils als 
Ergänzungen und 'Weiterführungen der Einsteinschen ART. — aufgestellt 
worden (JoRDAN, BRANS und DickE, TREDER), so daß man experimentelle 
Prüfungen größerer Genauigkeit benötigt, um RISCHEN den einzelnen 
Theorien entscheiden zu können. 
Um die theoretischen Werte mit dem Bechaskteten (kofigiertän) ver- 
gleichen zu können,.muß der letztere mit hoher Genauigkeit ermittelt 
werden. Bei den vorzunehmenden Korrekturen der Beobachtungsergeb- 
nisse, aus denen der interessierende Betrag „herauspräpariert‘‘ wird, muß 


2.B. die Masse der Venus sehr genau bekannt sein. Da die Venus keinen 


Mond besitzt, aus dessen Bewegung auf ihre Masse geschlossen werden 
‚kann, ist die Massenbestimmung nicht hinreichend sicher. Sie ist aber 
mit Hilfe von Satelliten durchgeführt worden.. 
Auf eine andere Schwierigkeit beim Yersleil der beobachteten. Werte hat 
Dic&z hingewiesen: 
Wenn das Gravitationsfeld der Sonne nicht exakt kugelförmig ist — die 
Sonne würde dann ein Quadrupolmoment besitzen —, müßten weitere 
Korrekturen an den Beobachtungswerten vorgenommen werden. Dies 
würde bedeuten, daß sich die Übereinstimmung 'mit dem aus der Ein- 
steinschen Theorie berechneten Wert offensichtlich etwas verschlechtert: 
Der beobachtete. Wert wird dadurch geändert, und eine. modifizierte 
relativistische Gravitationstheorie hätte diesen Anteil zu berücksich- 
tigen. 
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Von Diczz und SoLpENngERe!) wurde die Kugelgestalt der Sonne geprüft. . 
. Sie fanden eine geririge Abplattung, wonach sich der äquatoriale und der 
polare Radius um 35 km voneinander unterscheiden. Auf Grund dieser 
Abplattung kommt eine Periheldrehung des Merkurs von 3,4” pro Jahr- 
hundert zustande.: Subtrahiert man diesen Wert von dem: beobachteten: 
. Wert, so verbleiben biernach 39,6” pro Jahrhundert als relativistischer 
Effekt, Mit diesem Wert steht die Skalar-Tensor-Theorie von. Dıcxz und 
Brass in guter Übereinstimmung, jedoch weisen W. J. Cocks und Mit- 
arbeiter?) darauf hin, daß noch andere bisher nicht berücksichtigte Vor- 
gänge in der Sonne existieren, die ebenfalls die Bewegung des Merkür- 
perihels beeinflussen könnten, so daß der theoretische Wert von BRANS 
and Dicke durchaus nicht sicher ist, = r 
Wichtig für die weiteren Prüfungen ist die Feststellung des Quadrupol- 
. . momentes der Sonne: Trotz (nahezu) kugelförmiger Gestalt kann nämlich 
‚eine ungleiche Massenverteilung vorliegen. a FE 
- Auf Grund von Strömungen und turbulenten Bewegungen . wird ein . 
Magnetfeld erzeugt. Der magnetische Druck 'kann ungleiche Massen- 
. verteilungen hervorrufen, wodurch eine Kugelsymmetrie gestört wird. 
In diesem Fall müßte der theoretische Wert etwas größer als der. von 
EINSTEIN berechnete sein. 
Eine von H.-J. TREDER vorgenommene Erweiterung. der Gravitations- 
theorie, die noch weiter als die Einsteinsche über die klassische Newton- 
sche Theorie hinausgeht, liefert einen etwas größeren Wert als die ART. 
Die experimentelle Prüfung des Quadrupolmomentes der Sonne wird durch. 
Vermessung der. Bahnparameter des Planetoiden Icarus vorgenommen. 
Auf'Grund der bisherigen Meßungenauigkeiten konnte bisher jedoch noch 
nicht zwischen den drei Theorien der Gravitation (Eınsram, DIcKE, 
 TREDER) entschieden werden. 5 BE 2 


10.6.4. Vierte Testmöglichkeit nach 23, ‚SHArIRO 


Zur Prüfung der Nichtlinearität der Einsteinschen Feldgleichungen gibt _ 
.'es neben der Perihelmessung des Merkur noch eine weitere Möglichkeit, 
auf die I. I. Suarımo®) hingewiesen hat. Die Raumkrümmung durch das 
Gravitationsfeld der Sonne kann mit' Hilfe von-Radarimpulsen gemessen 
werden, die vom Merkur oder von der Venus reflektiert werden. Voraus- 


1) Dıozsz, R. H, and H. M. Gonbanzune: Solar Oblateness ‘und General R 
Relativity. Physic. Rev. Letters 1967, 8. 313. 


2) CooRz; W. J.: Alternative Cause of Solar Oblateness.: Physie. Rev. Letters 
. 1967, 8.609. u ae => \ 
3) 1. I. Suarmo: 4th Test of General Relativity. Physie. Rev. Letters 1964, 
8.789. Ta Ber 
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setzung für diese Radarmessungen ist, daß die Sonne zwischen Erde und 
Merkur bzw. Venus steht. . * . 

Die Raumkrümmung wird um so ausgeprägter feststellbar, je näher die 
Radarimpulse an: der Sonne vorbeilaufen, da sich in diesem Fall eine Ver- 
größerung der Laufzeit des Radarechos ergibt. Von SHarıro und Mit- 
arbeitern wurden Meßreihen mit insgesamt über 4 Milliarden Radarim- 
‚pulsen ausgewertet. Es wurden tatsächlich eine Laufzeitverzögerung fest- 
gestellt, die maximal (am Sonnenrand) beim Merkur 200 us beträgt, was 
einer „zusätzlichen“ Wegstrecke von 60 km entsprieht. Diese Messungen 
sind bis auf 10% genau. == 
Während man bei der. Beobachtung der Lichtablenkung im Schwerefeld 
der Sonne (6.2.) auf totale Sonnenfinsternisse angewiesen ist, lassen sich 
diese Prüfungen mit den Hilfsmitteln der modernen Nachriehtentechnik 
durchführen. Die Signale werden mit einer Senderleistung von 300.kW 
emittiert. Das auf der Erde empfangene Echo hat hingegen nur eine Lei- 
stung von 10° kW. Die Laufzeit liegt für die Venus bei ca. 26 min. Der: 
_ Effekt der (relativ schwächen) Raumkrümmung besteht nun darin, daß 
in der Sonnennähe die Laufzeit. der Impulse minimal vergrößert wird, also 
'.26.min plus maximal 200 us beträgt. Außer dieser Laufzeitverzögerung 


erfährt das Radarsignal (wie ein Lichtstrahl) noch. eine Ablenkung. Die 


Laufzeitmessungen nach SHAPrIRo sind offenbar genauer ausführbar als die 
Ablenkungsmessungen des Fixsternlichtes bei totalen Sonnenfinsternissen. 
Es wird erwartet, daß die Fehlergrenzen auf + 1% eingeschränkt werden 
können, nachdem bereits an Satelliten Laufzeitmessungen der Radar- 
signale mit Genauigkeiten von + 2% möglich waren... 
Nach der Gravitationstheorie von C. Brans und R. H. Dicxz sollten die 
Laufzeiten gegenüber der Einsteinschen Theorie um ca, 10% kleiner sein. 
Die bisherigen Meßergebnisse sprechen für die Einsteinsche Theorie. 

Die Lichtablenkung (incl. Laufzeitverzögerung) sowie die Perihelbewe- 
gung haben in den Feldgleichungen der Gravitation ihre gemeinsame Wur- 
- zel. Dies bedeutet auch, daß diese Effekte nicht unabhängig voneinander 
bewertet werden können. Da nun die Shapiro-Experimente die Einstein- 
Theorie besser bestätigen als die Brans-Dicke-Theorie, so.darf man darin 
‚auch eine Bestätigung des Einstein-Wertes für die Periheldrehung sehen. . 
'In dieser Hinsicht würden auch die durch die Bestimmung der Sonnen- 
abplattung an der ART aufgekommenen Zweifel weitgehend entfallen. Es 
wird eine 0,2%ige Genauigkeit für die Bestimmung der Periheldrehung 
aus den Shapiro-Experimenten erwartet. Zr S 


10.6.5. - Messungen des Abstandes Erde—Mond 


In der Einsteinschen ART wird die. Gravitationskonstante x bzw. G als . 
Naturkonstante aufgefaßt. Die ständig zunehmende Erweiterung und. 
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Verfeinerung der experimentellen Meßtechnik läßt erwarten, daß auch die 
Gravitationskonstante von Zeit zu Zeit immer genauer geprüft wird. 
Nach Messungen von RB. D. Ross und Mitarbeitern!) wird die Gravitations- 
konstante mit @ = (6,674 + 0,012) . 10-11 Nm2 kg”? angegeben. Es sind 
von dieser Gruppe Arbeiten vorbereitet, um den Meßwert um weitere 
2. Größenordnungen zu verbessern. ; 
Bei dem Versuch, die außerordentliche Kleinheit der Gravitationskon- 
stante und damit die sehr geringe Wechselwirkung der Gravitation zu 
. deuten, stellte DirAo0?) 1938 die Hypothese der langsamen zeitlichen Än- 
derung der Gravitationskonstante auf. Nach Dirac ist die Gravitations- 
konstante umgekehrt proportional .dem Weltaiter, d. h., sie wird mit der _ 
' Zeit ständig kleiner. Eine mögliche zeitliche Abnahme der Gravitations- 
: konstante könnte — gemäß einer Theorie von P. JorDan?) — auch die 
Ausdehnung der Erde erklären. Gemäß der SRT sind zeitliche Änderun- 
gen nicht isoliert von räumlichen zu betrachten; somit wäre im Prinzip 
auch eine Variation von @ von Ort zu Ort zuzulassen. 

. In der Brans-Dicke-Theorie wird neben dem Tensorfeld ein gusstzliches 
Skalarfeld eingeführt, das eine mögliche Änderung von @ berücksichtigen 
soll. Auf diese Weise ergeben sich bestimmte (geringe) Abweichungen von 
der Einsteinschen Theorie, über die allein experimentelle Prüfungen ent- 
scheiden können. 

Da die Konstanz der. Orayitationskondante bisher praktisch als Prinzip 
gilt und weitgehend ungeprüft ist, sollen beispielsweise Messungen des 
Abstandes zwischen Erde und Mond darüber Aufschlüß geben. Eine zeit- 
liche Abnahme von @ würde nach hinreichend langen Zeiten eine meßbare 
Vergrößerung der Erde—Mond-Entfernung ergeben. Diese Entfernungs- 
bestimmungen erfolgen über lange Zeiten hinweg mit Hilfe von Laser- 
strahlen, die von einem Spiegel auf dem Mond reflektiert werden. 


10.6.6. Talzing-Lense: Effekt und Fokker-Präzession 


Aus den Einsteinschen Beldslaskungen hat H. Tureeine‘) das Feld .rotie- 
render Hohl- und Vollkugeln berechnet. Danach treten in der Umgebung 
rotierender Massen Kräfte auf, die Analogien zu rotierenden elektrischen 
Ladungen aufweisen. Im Vergleich zu den elektrischen Ladungen in der 
Elektrodynamik sind aber die Wechselwirkungen zwischen gravischen La- 


2) Ross, R. D,, et al:: Determination of the Gravitational Constant. Physic. 
Rev. Letters 23 (1969) 655. 

'2) Dirac, P. A. M.: Proc. Roy. Soc. London A 165 (1938) 199. 

®) JorDan, P.: Astronom. Nachr. 276 (1948) und 
JoRDAN, P.: Erdexpansion. Braunschweig 1966. 

*) Taıseıne, H.: Physik. Z. 19 (1918) 33; 22 (1921) 29. 


\ 
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dungen (Massen) nur 10-3®mal so groß.. Auf Grund der schwachen Wechsel- 
wirkung der Gravitation sind die Kräfte rotierender Massen entsprechend 
außerordentlich klein. Gemeinsam mit J. Lexse hat H. Tuıerine!) auch 
einen Einfluß der Rotation des Jupiter auf die Bewegung eines Jupiter- 
imondes berechnet. Allerdings konnte dieser Effekt — bei großem Stör- 
untergrund — noch nicht beobachtet werden. Die fortschreitenden Ent- 
“ wicklungen der modernen Experimentiermöglichkeiten bieten mehr und 
“ mehr die Aussicht, daß weitere allgemeinrelativistische Effekte auf der 
Erde oder im erdnahen Raum geprüft werden können. 
Nach dem Thirring-Lense-Effekt müßte auch die Bahn eines Erdsatelliten 
durch die Erdrotation beeinflußt werden. Die Bahn des Satelliten müßte 
' demzufolge eine Präzession um die Erdachse zeigen. 
Die Prüfung der Fokker-Präzession?) ist ebenfalls durch Satellitenexperi- 
mente vorgesehen. Dieser Effekt besteht darin, daß die Achse eines 
Kreiselkörpers, der im Raum eins ‚geschlossene Kurve ausführt, nicht 
mehr wie in der Newtonschen Mechanik in die Anfangslage zurückkehrt. 
Baut man in einen Satelliten einen Kreisel ein, 30 müßte seine Achse nach 
einem Jahr etwa 7” gegenüber der Anfangsiage zurückbleiben. Relativ 
zum Fixsternhimmel führt der Kreisel um die Richtung der Bahnnormalen 
eine Präzession aus. 
Von SCHIFF?) ist ein Kreiselexperiment durchgerechnet worden, das nach 
Everırt und FAIRBANK®) mit Hilfe eines Satelliten ausgeführt werden 
soll. Dieses Experiment würde wiederum eine experimentelle Entschei- 
dung zwischen der Einstein-Theorie und der Brans-Dieke-Theorie ermög- 
lichen. Die nach der Einstein-Theorie berechnete Winkelgeschwindigkeit 
der Präzession der Kreiselachse sollte ca. 0,5” pro Jahr größer sein als die 
aus der Skalar-Tensor-Theorie von Brans und DioRz folgende, wenn die 
Satellitenbahn in 800 km Höhe verläuft. 
Die Feststellung so winzig kleiner Meßgrößen erfordert einen immensen 
Aufwand. Beispielsweise müßte der sphärische Quarzrotator zur Abstim- 
mung aller elektromagnetischen Einflüsse von supraleitenden Stoffen um- 
geben sein. Diese neuartigen Experimente werden dazu beitragen, wei- 
tere tiefe Erkenntnisse über die Natur zu gewinnen. 
Zum experimentellen Nachweis der beiden bisher nur theoretisch bekann- 
ten Rotationseffekte der ART wurde von H. Dranzx?) die Frequenzver- 
t) Teıreıng, H., und I. Lunsz: Physik. Z.19 (1918) 156. 
2) Foxkar, A. D.: De geodetische precessie. Amsterdam 29 (1920). 
®) O’OoxneLt, R.’F.: Schiff’s Propased Gyroscope Experiment as a Test of 
the Scalar-Tensor Theory of General Relativity. Physie. Rev. Letters 1968, 
8.69. 
4) Evarımt, C. W.F., w. M. Farrsang, and W.O. Hanmınton: Relativity Proc. 
of the Relativity Conf., New York 1970. 
5) Deanen, H.: 2. Naturforsch. 22a (1967) 816— 821. 
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gohiebung berechnet, die-sich im Erdfeld für „links. und rechtsherum- 
laufendes“ Licht ergibt. Die relative Frequenzverschiebung, die gegebenen- 

. falls mit einem. Präzisions-Ringlaser gemessen werden müßte, liegt aller- 
dings mit ca. 107% weit außerhalb der gegenwärtigen Meßgenäuigkeit. 


108, . Gravitationswellen 


: Von Einstein wurde aus seinen Feldgleichungen der Gravitation auch die 
Existenz von Gravitationswellen gefolgert, d.h. die Tatsache, daß sich 
gravitative Wirkungen als. Wellenimpulse ausbreiten.!) Diese Gravita- 
tionswirkung. (Gravitationsstrahlung) kann sieh nur mit begrenzter. Ge- 

schwindigkeit ausbreiten, nämlich mit: Vakuum-Lichtgeschwindigkeit. 

Passiert eine Gravitationswelle irgendeinen Weltpunkt, so wird. dort 

momentan die lokale Schwerkraft geändert. Im Prinzip können Gravi-' 

tationswellen durch schwingende (rotierende oder allgemein: beschleunigt 
bewegte) Massen erzeugt werden. Die emittierte Energie der Gravitations- 

wellen ist allerdings außergewöhnlich gering. u 


Selbst. der Strahlungsfluß gravitativer Wellen, die von’ Böpheisiein: 
systemen ausgehen, ist wegen der Erdentfernung von diesen Objekten 
ungeheuer gering. Sofern es sich um Neutronen-Doppelsterne handeln 
. würde, ist die Aussicht für den Nachweis von Gravitationswellen' etwas 
günstiger zu beurteilen, da sie eine zunehmend größer werdende Umlauf- 
geschwindigkeit um den gemeinsamen Schwerpunkt erreichen. 


j ‘Die in der Zeiteinheit abgestrahlte Zinergie dH/dt (Leistung). eines .s Doppel- 
 sternsystems, das aus 2 Sternen der Masse m besteht, die im Abstand 2 r 
"mit der WER BEBESC WIRMBREN o auf einer Kreisbahn. laufen, berechnet 
.sich nach j s 
‚dE _ SE ae. a - (10.62) 
Er Diöse Gleichung schreibt man auch mit der Beziehung ro? = GM 
(Zentmfacalitaiı, = Schwerkraft) als ; 
ar ı {Em en | 
ee 2 = 10. 
Er en (2). EN (10.63) . 


1) Aus der Newtonschen Theorie, die sich nur auf statische Gravitationsfelder 

» bezieht, können. Gravitationswellen nicht gefolgert werden. Einsteins 
klassische Arbeit, „Oravitatiönswellen“ erschien in: 8.-B. preuß. Akad. 
Wiss. 1918, 8. 154— Ir j 
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Substituiert man für einen günstigen Faillo= = mit T = 1Tag und 


m — 10 Sonnenmassen, so ergibt sich, daß selbst während 10!° Jahren nur 
ein sehr geringer Anteil der Energie abgestrahlt wird: 


Ein meßbarer Fluß der Gravitationsstrahlung könnte offenbar von einem 
Gravitationskollaps (Kollapsar) ausgehen. . Darunter versteht. man die 
Implosion eines Sternes unter der Wirkung seines eigenen Gravitations- 
feldes innerhalb ca. einer Sekunde, wobei extreme Energiebeträge. in 
Form von Gravitationswellen freigesetzt, werden könnten in der Größen- 
ordnung von 10% Ws — entsprechend einem Man gavaleN von 5% 
der Sonnenmasse. 

Die großen Fortschritte der physikalischen Experimentiertechnik haben 
es in. den letzten Jahren ermöglicht, den Nachweis von Gravitationswellen 
offenbar erfolgreich in Angriff zu nehmen. Die ersten erfolgvetsprechen- 
den Experimente hat Joseph WEBER an der Universität Maryland mit 
einem von ihm und seinen Mitarbeitern entwickelten Gravitationswellen- 
Detektor unternommen!) 


Gravitationswellen entstehen durch Quadrupolschwingungen von Massen 


und können Probekörper (Empfänger, „Antennen“) zu Quadrupolschwin- 
gungen anregen. Die Wellen sind transversal polarisiert. Die schwache 
Wechselwirkung der Gravitation bedingt hierbei entweder große Probe- 
körper und/oder Meßanordnungen höchster: Empfindlichkeit; des weiteren 
müssen störende Umwelteinflüsse ausgeschaltet werden; Der .erste Gravi- 
_ tationswellen-Detektor von J. WEBER bestand aus einem Aluminium- 
Zylinder (1400 kg, 153 cm lang, 66cm Durchmesser) mit einer Grund- 


frequenz der axialen Eigenschwingung von 1660 Hz. Dieser Zylinder ist 


in der Mitte von einem Kranz piezoelektrischer Schwingguarze umgeben, 
welche äuf die Schwingungen ansprechen, die die Masse durchlaufen. Die 


ni Literatur über Gkeankwerlen: 


WxBER, J.:-Observation of the Thermal Fluetuations of a Gravitional-Wavs 
Detector. Physie. Rev. Leiters 17 (1966) 1228; Gravitational Badiators. 
Physie. Rev. Letters 18 (1967) 498. 

Lins£kv, 3. and J. Weser: New Source for Dynamical Gravitational 
Fields. Physie. Rev. Letters 18:(1967) 795.. j 

FORWARD, R. L., and D. BERMAN: Gravitational- -Radiation Detection Range 
for Binary. Stellar Systems. 

WEBER, J.: General Relativity and Gravitational' Waves. New York 1961. 
WEBER, J.: Physic. Rev. Letters 22 (1969) 1320; 24 (1970) 276; 2& (1970) 
180: Anisotropy and Polarisation in the Gravitational- Radiation Experi- 
ments. i 

Zur Kritik an den Versuchen von J. WnBur siehe Nature 224 (1969) 411 und 
228 (1970) 319 und 346, : 
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mechanischen Schwingungen ‚werden durch die piezoelektrischen Kristalle 
in elektrische Schwingungen umgewandelt. 
Der Al-Zylinder ist an Drähten — gegen akustische Störungen geschützt 
— in einem Vakuumbehälter aufgehängt. Durch supraleitende Induktivi- 
täten wird das thermische Eigenrauschen fast ausgeschaltet. Der gemes-. 
senen Zug- und Druckwirkung entsprechen Längenänderungen (Amplitu- 
den der Deformationen) von nur 2. 10-1%m, die ‚durch das thermische 
Rauschen begrenzt sind.!) Die Empfindlichkeit dieser Meßmethode von 
10-18 ist etwa vergleichbar mit der bisher nur durch den Mößbauer-Effekt 
erreichten Genauigkeit. 
Als ersten Test (1965) des Gerätes wiederholte J. WEBER den Corendish. 
Versuch in neuer Variante. Er verwendete an Stelle der Bleikugeln, die 
CAVvENDISH benutzt hatte, zwei der angegebenen Zylinder, von denen der 
eine mit nur 20 cm Durchmesser als Sender ‘(100 Watt), der andere als 
Einpfänger diente. Infolge der wechselnden Kontraktionen und Dilats- 
tionen wirkte der Sender mit kleinerer bzw. größerer Gravitation auf den 
Detektor. Es konnten tatsächlich die geringen Schwereänderungen ge- 
messen werden. Durch Wiederholung dieser Messungen bei Abstands- 
varistionen der beiden Zylinder wurde das GuSdrab ehe Abstandsgesetz 
der Gravitation bestätigt. 
Außer den üblichen Vorkehrungen (Konstane der Spannungsquellen und 
der Raumtemperatur) würden diese Präzisionsmessungen erfordern: Über- 
wachung von Bodenschwingungen durch mehrere Seismömeter sowohl für 
niedrige als auch für hohe Frequenzen; Beobachtung von Änderungen des 
Schwerefeldes am Meßort durch 'Gravimeter (Meßempfindlichkeit 10-10 5, 
1g = 9,81 ms”?). 
Es gelang J. WEBER, einige Signale — Dauer ca. 1 Sekunde — zu Tegi- 
strieren, die das Rauschen um das Fünffache überstiegen und die als Re- 
gistrierung von Gravitationswellen angesprochen wurden. 
Schließlich wurden in späteren Versuchen 2 Meßapparate in 1,5 kin Ent- 
fernung zueinander. aufgestellt (1660 Hz und 1120 Hz), um mögliche 
Koinzidenzen von Signalen zu untersuchen. Hierdurch sollten auch 
mögliche örtliche elektromagnetische Störungen ausgeschlossen werden. 
Wie die weiteren Untersuchungen zeigten, können. auch ionisierende 
Strahlungen, die z. B. aus Schauern von kosmischen Strahlen ‚berühren, 
als mögliche Störquellen völlig vernachlässigt werden. . 
In neueren Arbeiten untersuchte J. WesER die Einfallsrichtung der 
Gravitationsstrahlung. Zu dem Zweck wurden zwei Meßstellen mit den 


1) Die Amplitude des: thermischen Rauschens der Stirnfläche des. Zylinders 
'von’r » 10-18 m wird abgeschätzt durch 


Zm ort u kT mit m = 1,4-10® kg; o = 1,6 kHz; T = 300. K. 
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1,5 t schweren Al-Zylindern ausgerüstet, deren Abstand etwa 1000 km be- 
trägt: Universität Maryland und Argonne National Laboratory. Als Emis- 
sionszentrum der Gravitationswellen resultiert aus diesen Untersuchungs- 
ergebnissen: das Zentrum unserer Milchstraße. Im Kern der Milchstraße 
. spielen sich offenbar Prozesse großer energetischer Aktivität und kinrei- 
chender Massenbewegungen ab, die als Ursprung für die Gravitations- 
impulse in. Frage kämen. Jedoch werden die Versuchsergebnisse mit der 
nötigen 'wissenschaftlichen Vorsicht diskutiert. Insbesondere erscheint 
die registrierte Impulshäufigkeit, wenn sie mit „Sternkatastrophen‘“ in 
Verbindung gebracht wird, als zu hoch. 
Schließlich sind auch scheibenförmige „Antennen“ sowie zylindrische 
Körper mit anderer Eigenfrequenz in Erprobung. 
Es ist vorgesehen, den Detektor bei 4,2 K, der Temperatur.des flüssigen 
Heliums, und 'bei 10°? K einzusetzen, wodurch die Empfindlichkeit des 
Gerätes auf das Töfache bzw. 105fache verbessert werden soll. 
‘ Die Erforschung der Gravitationswellen hat dureh die Pionierarbeit von 
J. WEBER eine neue Qualität erlangt und wird ini mehreren Staaten fort- 
geführt.-In der Sowjetunion wird eine Anordnung von 9 Zylinderdetektoren 
erprobt. Anstelle der piezoelektrischen Elemente sollen Kondensatoren 
verwendet werden. Mit Hilfe xylophonartiger Antenner kann versucht 
werden, such rasche. Frequenzänderungen der Signale zu erfassen. 
Kritiken'an den Versuchen von WEBER beziehen sich u. a. darauf, daß 
für die (vermeintlich) registrierte Strahlungsintensität, deren Ursprung 
er im Zentrum der Milchstraße vermutet, Strahlungsleistungen von 10%W 
bis 10° W verantwortlich wären. Demnach müßten jährlich 103% bis 10° 
Sonnenmässen. „verschwinden“ (die Ruhenergie unserer Sonne beträgt 
10% Ws, die Gesamtmasse unserer Galaxis etwa 10!! Sonnenmassen!) Die 
Frage nach den Quellen der bisher registrierten Gravitationsphysik aber 
ist'in ein renzele Stadium eingetreten. 


10.6.8. Der Hubble-Effekt 


Ein Jahr nach seiner Publikation „Grundlage der allgemeinen Relativi- 
tätstheorie‘“!) veröffentlichte Eınstzim seine Arbeit „Kosmologische Be-. 
trachtungen zur. ‚allgemeinen Relativitätstheorie‘‘2), die zugleich die wis- 
senschaftliche Begründung der Kosmologie darstellt. Das in dieser Ar- 
beit entwickelte mathematische Modell des Kosmos führte zunächst zu der 
Vorstellung eines statischen (zeitlich unveränderlichen) unbegrenzten, 
aber bezüglich des Volumens positiv gekrümmten endlichen Raumes. 

Zwischen dem Krümmungsradius R, der (mittleren) Masendichte [0 und 


%) Eınstain, Au: Ann. Physik. 49 (1916) 789 — 822. 
2) Einstein, A.: 8.-B. preuß,. aan Wiss. 1917, 8. 142 — 158. 
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der Gravitationskonstante # besteht in diesem ersten — heute überholten 
— Modell (Einsteinsche Zylinderwelt) der Zusammenhang 


R= = s ce (10.64). 
E77 e 
Zur empirischen Entscheidung, ob der Weltraum e eine meßbare. (positive 
oder negative) Krümmung hat, wurde auf dem Mount ‚Wilson in Kali- 
fornien das seinerzeit größte astronomische Fernrohr mit einer Reich- 
weite- von 10° Lichtjahren aufgebaut. Die mühseligen statistischen Aus- 
"zählungen weit entfernter Objekte ließen jedoch (noch) keine Krümmung 
. des Raumes, also. keine awegbung" von der euklidischen Gen im. 
Großen, erkennen. 
' Die Anzahl der Galaxien müßte in einem Universum Bokkiser Keamiing " 
schwächer, in einem negativer Krümmung stärker als mit der dritten Po- 
tenz der Entfernung zunekmen. Eine empirische. Entscheidung zwischen 
den theoretisch möglichen Krümmungen konnte für das Weltall noch nicht 
herbeigeführt werden. 
Dieses Fernrohr hat aber bei der Brforschung weit entfernter Galaxien 
‚wichtige Beiträge geleistet: 
Edwin P. HUBeLe hat die Rotyverschiebung der Spiralnebel Sntdedki die 
mit größer werdender. Entfernung immer mehr zunimmt. Dieser von 
Hvestie entdeckte Effekt wird als Fluchtbewegung, als Expansion des 
Gesamtsystems aller Spiralüiebel, aufgefaßt; die Rotverschiebung wg 
. mit’Hilfe des Doppler-Effektes gedeutet.!) 
Diese empirischen Ergebnisse sprechen gegen das Einsteinsche stationäre 
Weltinodeil. Es ist heute völlig gesichert, daß sich der — übersehbare — 
Teil des Universums in einer Expansionsbewegung befindet. Die Ent- 


:. deekung der „Expansion des Universums“ ist in ihrer Bedeutung mit der 


berühmten Begründung des .Kopernikanischen Weltbildes. verglichen 
worden. Diese Expansion konnten aus der Einsteinschen ART mehrere 
Jahre vor der Entdeckung vorhergesagt werden. 

Es war zuerst der holländische Astronom DE SITTER and nack ihm: der 
Belgier C. Lemairee, die zeigten, daß es außer der statischen Lösung such 
 nichtstatische Lösungen des Gravitstionsproblems geben müsse. Das 
Charakteristische dieser nichtstatischen Weltmodelle, um die sich auch der 
‚Engländer Epprnaron und insbesondere der sowjetische Mathematiker 
:A. FRIEDMAN verdient gemacht haben, besteht darin, daß sich der Krüm- 
mungsradius R der z. B. sphärisch gekrümmten Welt mit der Zeit ändert, 
so daß sich dieses Weltmodell entweder stetig ausdehnt oder — unter ge- 
wissen Bedingungen — zusammenzieht. : 


2) Die Hubkle- Rotverschiebung wird physikalisch sinnvoll allein als Doppler- 
Effekt. verstanden. Von einer möglichen „Ermüdung der Liohtguantse.” 
zu sprechen, ist ey rehsch sinnlos. 
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- Diese nichtätatisohen Weltmodelle erhielten nun auf Grund der Beob- 


achtungen an Spiralnebeln von SLirHeR, HuBBL5s und Huvmason eine 


wesentliche Stütze: Die Autoren beobachteten eine relative Wellenlängen- 


änderung AA/A zum roten Ende des Spektrums hin gegenüber denselben 


Linien auf der Erde. Diese Rotverschiebung nimmt mit wachsender Ent-- 


fernung zu. Daraus ergibt sich -- mit der Deutung dieser Beobachtung als 


. Doppler-Effekt —, daß offenbar die Geschwindigkeit der Spiralnebel umso. 


größer wird, je weiter sie sich entfernen. 


Die Geschwindigkeit v berechnet sich aus der beobachteten relativen 


Wellenlängenänderung AA/A gemäß (6. a. 
(10.65) 
wenn All. 


Trägt man die aus (10.65) berechnete „Fluchtgeschwindigkeit“ v über der 


- Entfernung dieser Objekte auf, also » = f(r), so ergibt sich eine Gerade. 
v=Hr, Bi; (10.66) 
wobei H: den Anstieg ‘der. Geraden oder den Hubble-Koeffizienten!) 
(Expansionskoeffizient) bedeutet, der gegenwärtig mit 
H = 2,6. 10-18 5-1 
. angegeben wird. 


Für die Beobachtung A = 1 würde sich aus der klassischen Beziehung 
(10.65) v = c und damit aus (10.66) 


c=H-R j (10.67) 
a Hieraus folgt als „Weltradius“ 
= c/H = 10° cm » 101% Lichtjahre. (10.68) 


Der Radius dieses Weltmodells würde sich alle 1010 a ahre verdoppeln. 
Es läßt sich. auch ein „Weltalter‘ 7’ angeben: Da R » ct, folgt mit (10.67) 
iz» T= 4= 3,85-10%s = 1,22. 10a. : (10.69) 
Diese Altersangabe steht in überraschend guter Übereinstimmung mit 
anderen empirischen Befunden, die sich auf zeitliche Veränderungen be- 
ziehen, nämlich mit den — nach verschiedenen unabhängigen Methoden 
bestimmten — Altersangaben für die Erde, die Sonne und Meteorite. 


1) Mitunter findet man auch den Terminus Hubble-Zahl; eıne Zahl ist aber 
dimensionslos. Der Terminus Hubble-Konstante ist ebenfalls nicht gerecht- 
fertigt, da sich H zeitlich ändert. Für HZ wird auch angegeben 
H'= 0,82 . 10-10 a1 = 79 kms"! (16° pe)"!; I pe = 3,26 1j = 3,084 . 101°km 
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5 „Alter der Welt“ (10.69) heißt nicht, daß vor 1010, das Weltall ieh exi- 
- stierte. Die Angabe bezieht sich auf die Dauer des gegenwärtigen nicht- 


stationären Zustandes, der aus einem anderen davor liegenden hervor- 
gegangen sein könnte. 


Die in der jüngsten Vergangenheit Süßefündenen „quasistellaren Ob- . - 


jekte‘‘ (Quasare) zeigen große Rotverschiebungen AA/A > 2, so.daß statt 


. mit (10.65) mit der relativistischen Beziehung (9.20) gerechnet werden muß. 
‚Die heute beobachteten fernsten Objekte erreichen beträchtliche Bruch- 


teile der Lächtgeschwindigkeit.| Durch Extrapolation gelangt man zum 
„optischen Horizont“, hinter dem keine Objekte mehr sichtbar sind. 
Die von der ART vorausgesagte Struktur des Weltalls, die Expansion des 
Kosmos, steht mit der empirisch belegten Nebelflucht (Hubble- Effekt) in 
guter Übereinstimmung, so daß dieser Effekt zugleich eine wichtige Be: 
stätigung der ART bedeutet. 

Die Linearität: zwischen Rotverschiebung bzw. Fluchtgeschwindigkeit 
und Entfernung kann nicht für beliebig große Entfernungen gelten, da die 
Vakuum-Lichtgeschwindigkeit eine obere Grenze darstellt, die nur asym- 
ptotisch erreicht werden kann. A. SanDagz (The Observatory 88 (1968)'91) 
. legte dar; daß sich die jüngeren Beobachtungen deuten ließen, wenn man 


. ein geschlossenes (elliptisches). Universum postuliert; dann. müßte die 


heute bestehende Expansion in 7 - 10!% a in eine Kontraktion übergehen. 
Aber auch zu dieser Interpretstion gibt es Einwände. 


10.6.9. Die Relikt- we Urstrahlung 


Außer dem Hubble-Effekt gibt es seit 1965 eine weitere empirische Be- 
stätigung für das Friedman-Weltmodell des expandierenden Universums. 


Seit dieser Zeit wird die von A. Paxzıas und R. Wınson entdeckte Drei- 


" Kelvin-Strahlung!) von Radioastronomen der Sowjetunion, der USA und 
Großbritanniens untersucht. ) 

Es handelt sich hierbei um eine elektromagnetische Strahlung i im Gebiet 
der Zentimeterwellen, die isotrop, d.h. aus allen Richtungen gleichmäßig, 
auf der Erde empfangen wird. Es kommt also kein bestimmtes Emissions- 
zentrum in Frage. Dieser schwarzen Strahlung kann man — gemäß dem 
Planckschen Strahlungsgesetz — eine Temperatur zuordnen: 3K. 


Die. der Temperatur von T =3K entsprechende Wellenlänge, die mit 
maximaler Intensität auftritt, berechnet man mit Hilfe des Wienschen 


Verschiebungsgesetzes ZU Amax T = 2,88mmK, also Amax u I mm. 


» Diese Drei-Kelvin-Strahlung wird auch als Relikt-, Ur- ‚oder Hintergrund- 


strahlung oder thermische Strahlung bezeichnet. 


2) Siehe hierzu Korzz, A. M.: Der Relikt- Radiohimmel und das „heiße Modell“ 


‘des Weltalls. Wiss. u. Fortschr. 18: (1968) 296 und 342. 
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Die Intensitäten dieses kosmischen Rauschens wurden auf verschiedenen 


Wellenlängen (70 cm; 20 cm, 7,3 cm; 3 cm und 0,263 cm) vermessen. 


Sie erwiesen sich. als 10°. bis 10°%mal so groß wie diejenigen der bisher be- 

kannten Radioquellen (Sterne, Galaxien). Diese Reliktstrahlung zeigt in 
' hohem Grade die räumliche Isotropie des Universums. _ ee 
“ Die theoretische Deutung dieser allseitigen Hintergrundstrahlung erfolgte 
auf der Grundlage des relativistischen expandierenden Weltmodells: Die 
im Frühzustand desexpar lierenden Kosmos vorhanden gewesene schwarze 
' Strahlungsdichte und die Frequenz der Strahlung nehmen mit der Zeit 
ständig weiter ab. Gemäß der allgemeinrelativistischen Rechnung hat 
diese schwarze Strahlung gerade die gegenwärtig gemessene Strahlungs- 
diehte und spektrale Verteilung, der man eine Temperatur von ca. 3K 
zuschreiben kann. Die Drei-Kelvin-Strahlung ist danach ein Relikt eines 
Frühstadiums (Feuerball, ‚‚big bang‘‘ oder Urknall) unseres Weltalls. Wenn 


' die Deutungen der Reliktstrahlung richtig sind, verliert.die "Theorie vom 


stationären Universum jegliche Berechtigung.  - 


Mit zunehmendem Weltalter, also voranschreitender adiabatischer Ex- 


pansion, kühlt die Strahlung (Photonengas) noch weiter ab. Damit ver- 
_ ringert sich die Energie der Quanten.' Ihre Wellenlänge wird also größer; 
allerdings bleibt die Zahl der Quanten erhalten. Durch die. Existenz der 
Reliktstrahlung ist keine beliebig hohe ‚Energie der kosmischen Stahlung 
möglich: Für Energien E > 1020 eV. der kosmischen Strahlung wird eine 
Wechselwirkung mit den Reliktquanten wesentlich, die dänn einen Teil 
der Energie übernehmen würden. = 


Eine Übersicht über die in den einzelnen Zeitabschnitten der.-Expansion . 


vorliegenden Zustände (z.B. Dichte, Temperatur) gibt SELDOWITSCH!), 
Die Auswahl der vorstehend dargelegten Folgerungen und Prüfungen der 
ART zeigt, daß Einsteins Theorie die Natur in guter ‚Näherung darstellt. 
Es muß natürlich damit gerechnet werden, daß die Widerspiegelung der 
Realität, die vollkommene Abbildung der Natur mit mathematischen 
Hilfsmitteln, nicht absolut ideäl ist. Das würde bedeuten, daß die Ein- 
steinsche Theorie der K-Gravitation nicht zu ihrer absolut vollständigen 
Bestätigung führen wird. Daraus aber würden sich notwendigerweise 
Abänderungen und Weiterführungen ergeben. Er 
Eınsteins Theorie weist seit mehr als 50 Jahren den Weg für die Gravi- 
tationsphysik. Diese Theorie bildet ein aktuelles Zentrum des Interesses 
‘ vieler Physiker. Sie enthält noch viele ungelöste Fragen und Probleme, 
insbesondere im Hinblick auf.die Verschmelzung der Gravitationstheorie 
. mit der Quantenphysik. " a as I 


2) SuLpowırson; J.-B.: ‚Das heiße Modell’des Weltails und die Friedmansche 


Theorie“ in: Wissenschaft und Menschheit, Uranid-Verlag Leipzig '1969, 
8: 285— 299. 1 een Ban u ass 
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10.7.  Weltmodelle 


Im Gegensatz zu den von früheren philosophischen und religiösen Lehren 
erfundenen Weltvorstellungen ist die Frage nach dem Bau der Welt heute 
Gegenstand rein sachlicher Überlegungen und empirischer Untersuchungen . 
gen. Die frükeren pseudowissenschaftlichen Lehren von Weltschöpfung . 
und Weltuntergang sind heute durch streng wissenschaftliche Frage- 
stellungen mathematisch-physikalischer Art abgelöst. Das Ziel ist, ein Welt- 
modell zu finden, das mit den tatsächlichen Fakten in Übereinstimmung 
steht. Zwischen mehreren Weltmodellen kann nur auf Grund empirischer 
Beobachtungen und Befunde. entschieden werden. Keine der gegen-. 
wärtig bestehenden Theorien über Ursprung, Bau und Größe des Welt- 
alls ist experimentell soweit abgesichert, daB eine Entscheidung zwischen 
den einzelnen Theorien getroffen werden könnte. Wesentlich ist die Tat- 
sache, daß die Einsteinschen Gravitationsgleichungen eine größere Anzahl 
verschiedener Lösungen zulassen. Insbesondere aber sagen sie nichts über 
die Krümmung und damit auch nichts über die Endlichkeit oder Unend- 
lichkeit des Raumes aus, Die Gleichungen liefern Lösungen für positive, 
verschwindende und negative Krümmung. Den Krümmungsradius muß 
“ man schließlich empirisch ermitteln, um entscheiden zu können, welches 
Modell die Realität am besten widerspiegelt. 


Über den Krümmungsradius kann man gegenwärtig noch keine eindeutige 
Aussage machen. Auch die Dichte, die in den Gleichungen der Gravitation 
eine entscheidende Rolle spielt, ist zur Zeit noch nicht mit genügender 
Sicherheit bekannt; hiervon hängt ebenfalls die Auswahl des adäquaten 
Weltmodells ab. ' 


Die alte Frage nach der Endlichkeit oder Unendlichkeit des Weltalls ist 
keine philosophische Frage, sondern eine physikalische, die letztlich mit 
physikalischen Mitteln eindeutig gelöst wird. ; 


Die Einsteinschen Differentialgleichungen haben ihrem Charakter gemäß 
nur lokale Bedeutung. Sie liefern nur notwendige, aber nicht hinreichende 
Bedingungen für die Berechnung des Universums. ‚Hinreichend sind. die 
Bedingungen nur durch zusätzliche Postülate: Extrapolation der Beobach- 
tungen auf den ganzen Kosmos; Voraussetzung der Homogenität und 
Isotropie sowie Forderung der universellen Gültigkeit der bekannten 
Naturgesetze im Gesamtkosmos. Die in gewissem Sinne einfache klassi- 
sche Newtonsche Gravitationstheorie führt zu ernsten Schwierigkeiten, 
wenn sie auf die Welt als Ganzes angewendet wird. 


Denkt man sich eine unendlich ausgedehnte Welt (mit euklidischer Geo- 
imetrie), so treten zwei Widersprüche bzw. Paradoxien auf: das Olbers- 
. sche Paradoxon sowie das Neumann-Seeligersche Paradoxon. 
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W. OLszrs stellte um 1820 die Frage: Weshalb ist der Nachthimmel 
dunkel? Nach der Newtonschen Tkeorie müßte nämlich der: Nacht- 
himmel — wie auch der Taghimmel — gleißend hell sein. Nimmt man an, 
daß der Raum gleichmäßig mit Masse (Sternen, Galaxien) erfüllt ist, dann 
wächst die Anzahl der (leuchtenden) Himmelskörper.mit der 3. Potenz der 
Entfernung: N ro r®. 

Die scheinbare Helligkeit I nimmt nach dem Quadratgesetz ab: Im1 [r?: 
Aus der Entfernung r eines Raumbereiches wird eine Strahlungsleistung 
IN vr emittiert. Wenn'r nun beliebig groß werden kann, müßte dem- 
zufolge auch die Strahlungsleistung über alle Grenzen wachsen, was aber 
nicht der Fall ist. 


lierte. Allerdings führt auch ein solcher statischer Raum zu einem strah- 
lendhellen Himmel.. Hierbei ist vorausgesetzt, daß der Weltraum kein 
Licht absorbiert. j 
In dem Modell einer expandierenden Welt tritt dieses Paradoxon nicht auf. . 
NEUMANN!) und v. SezLiger?) haben darauf hingewiesen, daß ein unend- 
liches Newtonsches Weltmodell zu unendlich großen Gravitationskräften 
führen und das Gravitationspotential an jedem Ort im Weltall unbe- 
stimmt sein müsse -—- im Gegensatz zur Erfahrung. 
Für die Gravitationskraft gilt — analog dem photometrischen Gesetz — 
F u 1j/r®. Da die Zahl der gravitierenden Massen mit r® anwächst, wird 
“ schließlich die Summe der Kräfte aller Massen für r — oo über alle Gren- 
zen wachsen. 
Zur Lösung dieser Schwierigkeit wurden verschiedene Hypothesen 'auf- 
gestellt, die aber unbefriedigend waren. In der Einsteinschen Theorie der 
Gravitation tritt dieses Gravitationsparadoxon nicht auf. Das hängt da- 
mit zusammen, daß es auf Grund der endlichen Ausbreitungsgeschwindig- 
keit der Gravitationswirkung unendlich lange dauern würde, bis. unend- 
lieh entfernte Körper in Wechselwirkung treten. Schließlich ist — wegen 
der Nichtlinearität der Gravitationsgleichungen — die Gravitationswir- 
kung eines Systems von Massen verschieden von. der Summe der Wirkun- 
gen der Einzelmassen. - 
Das einfache Additionsgesetz hat nur einen beschränkten Gültigkeits- 
bereich. 
Die relativistischen Weltmodelle ergeben sich als Lösungen der Einstein- 
schen Gravitationsgleichungen, die ein gekoppeltes System von 10 nicht- 
linearen partiellen a 2. Ordnung für die Größen 9,, 


1) Ngumann, O.: Königl. Sächs. Ges. d. Wiss. zu Leipzig, Math. „Nat. Kl. 26 
(1874) 97. 


2) v.  SEBLIGER, H.: Abktonionn; NNachz, 137 (1895); Münch. Ber. 26 (1896) 373. 


- Dieses Paradoxon versuchte der Leipziger Astrophysiker ZÖLLNER (1834 
bis 1882) dadureh zu lösen, daß er einen endlichen Riemann-Raum postu- 
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dkisteilen: die an die Stelle des skalaren Newtonschen Gravitationspoten- 
tials treten. 
Im wesentlichen unterscheidet man } drei verschiedene Lösungstypen: 


1. Weltmodelle mit positiver Krümmung: Elliptische oder Riemannsche 
Geometrie. Sie sind räumlich geschlossen (endlich, aber unbegrenzt). 

2. Weltmodelle mit negativer Krümmung. In diesem Fall gilt die hyper- 
bolische oder Lobatschewskische Geometrie (Abb. 10.1). N 

3. Weltmodelle mit verschwindender Krümmung: Euklidische Geometrie. 
Der Krümmungsradius R geht gegen Unendlich. Die Modelle Sind un- 
endlich und unbegrenzt. 


_ Die erste von Einstein gegebene Lösung bezog sich auf. ein stationäres 
Weltall: Eine mögliche zeitliche Änderung des Radius Kit) wurde nicht 
betrachtet: Der nichteuklidische mach Baum hat. ein Volumen 


V=2n?R®. | 
‘ Für den. Radius R errechnete Einstein 
R = Yalre.: 


Mit den Werten für die relativistische nenne 
x = 1,87. 10° emg! und für die mittlere Massendichte im Kosmos 
e=12-10% gem”? erhält man 


R»10®cm und V7»2.10%cm®. 


Für die Dichte folgt aus den Gleichungen die Beziehung og = 3 H?jc* x 
dieser theoretische Wert ist mit dem Erfahrungswert vergleichbar. Für 
die Masse der „‚Einsteinschen Zylinderwelt“ ergibt sich. ZZ 


M=0V»24.10%%g. 


Diese Masse wäre durch ca. 10% Protonen gegeben, da ein Proton die 
Masse m, = 1,66 - 10”2* g besitzt. 

Gegen dieses stationäre Weltmodell bestanden gewisse Bedenken. Dx Sır- 
TER und andere Physiker!) konnten zeigen, daß dieses Modell instabil ist 
und kleine Störungen in der Massenverteilung zu einer Expansion führen. 
Der Mathematiker A. A. FRIEDMAN?) fand nichtstatische Lösungen der 
Einsteinschen Feldgleichungen. Dieses niehtstationäre Einstein-Friedman- ' 
Modell besitzt hohe Aktualität, da es z.B. die Deutung der kosmischen . 
Hintergrundstrahlung i in einfacher Weise ermöglichte.?) 


3) Siehe z.B. JoRDAnN, P.: Schwerkraft und Weltall. Braunschweig 1955. 

2) FRIEDMAN, A. A.: Z. Physik 10 (1922) 377; 21 (1924) 326. 

3) Siehe hierzu auch: SELDOWITScH, J. B.: „Das , heiße‘ Modell des Weitalls 
und die Friedmansche Theorie“ in Wissenschaft u. Menschheit, Urania 1969. 
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Dieses Expansionsmodell erhielt auf Grund der Hubbleschen Entdeckung _ 


der „Spiralnebelflucht‘‘ eine wesentliche experimentelle Grundlage. Aus 
sämtlichen Friedmanschen -Modellen geht hervor, daß die Expansions- 
geschwindigkeit mit zunehmendem Weltradius abnimmt. "Bei einem end- 
‚lichen sphärischen Weltmodell können auch Expansionsphasen mit Kon- 
traktionsphasen abwechseln, so daß sich ein pulsierendes Modell ergibt. 
In. Abb. 10.9 sind mögliche zeitliche Abhängigkeiten des Krümmungs- 
radius .R von der Zeit t dargestellt.t) “4 


R 


Abb. 10.9 


Die einzelnen Varianten werden von der mittleren Massendichte o im 
Weltall bestinamt, deren Wert heute noch nicht genügendgenau bekannt 
ist, ; 

Aus dem Teilbild a) könnte man folgern, daß das Weltmodell zu einem 


Zeitpunkt #= 0 — vor etwa 101° Jahren — durch eine Art Urexplosion 


(big bang) entstanden sei. Es handelt sich hier um eine einmalige Aus- 
dehnung eines Zustandes extremer Dichte. Die kosmologische Singulari- 
tät} = 0 bedarf genauerer Untersuchungen. Wie man aus dem Teilbild b) 
entnehmen kann, ist auch eine solche Lösung der Gravitationsgleichungen 
möglich, daß für einen bestimmten Wert der mittleren Dichte e auf eine 
einmalige Expansion eine Kontraktion folgt. 


In der Kontraktionsphase würde man dann keine Rotverschiebung, son- 


dern eine Violettverschiebung der Spektrallinien beobachten. 
Das Teilbild c) veranschaulicht den Fall, daß auf eine einmalige Kontrak- 
tion eine einmalige Expansion folgt, wobei offenbar wieder ein singulärer 
Zustand auftritt. : 
Im Teilbild d) ist das Modell des „pulsierenden Kosmos“ dargestellt. Für 
. einen bestimmten Wert.der mittleren Dichte wechseln Expansions- und 


3) s. Fußnote 3 auf 8. 230. 
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Kontraktionsphasen einander ab, wobei die Zykloiden immer größere 
maximale R-Werte erreichen können. 

Durch einfache Rückextrapolation der gegenwärtig einwandfrei und sicher 
festgestellten Expansion des Weltalls gelangt man zu einem Zustand, in 
dem schließlich die gesamte Materie auf kleinstem Raum zusammenge- 
drängt vorlag. Für diese extrem hohen Dichten sind die bekannten Zu- 


‘  standsgleichungen der Physik nicht anwendbar. 


Gegen die Schlußfolgerung, daß das Weltall vor ca. 10! Jahren gewisser- 
maßen durch eine ‚Urexplosion (big bang) eines „mathematischen Punk- 
tes‘ entstanden sei, können Bedenken erhoben werden: 


1. Es kann nicht gefolgert werden, daß das gesamte kosmische Geschehen 
mit dem Beginn der Expansion auch erst begonnen hätte. 

2. Diese Altersangabe besagt nur, daß — im Rahmen der gegenwärtigen 
. Theorie — die Entwicklung des Weltalls.etwa einige 101° Jahre zurück- 
„verfolgt werden kann, wobei über seine Eigenschaften in der Zeit vor- 

her nichts gesagt werden kann. - Vor.dieser Zeit galten offenbar andere 

.. Naturgesetze, die (heute) nicht bekannt sind. Damit sind interessante 
Hinweise auf den historischen Charakter auch von Naturgesetzen ver-. 
bunden. 

3. Die gegenwärtig beobachtete Henannon ist möglicherweise nur. ein 
Zwischenstadium, dem ein Stadium der Kontraktion folgen könnte, so 
daß auch — über lange Zeiten ersehen — ein oszillierendes (,‚pulsieren- 
des‘) Weltall möglich wäre. 

4, Schließlich muß man auch die Möglichkeit Sffenlanien, daß sich die 
Expansion nicht auf das gesamte Weltall erstreckt, sondern eventuell 
nur auf den gegenwärtig überschaubaren Teil. 

5. A. Eınsteim erhob Bedenken gegen das von. der Theorie gelieferte 


„Weltalter‘‘, indem er auf die Gültigkeitsgrenze der Theorie verwies: 


Für einen Expansionsbeginn würde die Metrik singulär und die Dichte 
unendlich werden. Man darf die Gleichungen für solche hohen Feld, 
und Materiedichten nicht anwenden. 

Diese Feststellung ändert jedoch nichts an der Tatsache, daß es. vom 


Standpunkt einer Entwicklung der jetzt vorhandenen Sterne einen 


‘ Zeitpunkt (‚Anfang‘) gegeben hat, in dem die heutigen Sterne und 
. Sternensysteme als Gebilde in dieser Form noch nicht 
existiert. haben. 
6. Es muß darauf hingewiesen were. daß es theoretische Begründungen 
dafür gibt, daß die Gravitationskonstante zeitlich veränderlich sein 
kann. 


Das Einstein-Friedman-Modell kann als geeignetes Abbild des gegen- 


wärtigen Zustandes des Kosmos und insbesondere seiner zeitlichen Ent- 


wicklungsgeschichte betrachtet werden. Weitere verallgemeinerte und 
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verfeinerte Eennsleguche Weltmodelle werden z. .B. im Rahmen der pro- 
jektiven Relativitätstheorie!) aufgestellt. 


Zum Problem der auftretenden singulären Punkte hoher Dichte und kleiner 
Ausdehnungen seien noch einige Bemerkungen angeführt. 


Es gibt relativistische Modelle, in denen dieser Punkt in unendlich ferner 
. Vergangenheit liegt oder in denen solche Punkte überhaupt nicht auf- 
treten?). Im Falle einer inhomogenen und SBIEOLTOpen Welt kommen keine 
. Punktsingularitäten vor. 


Singularitäten kommen z.B. in den Gödel- Kosmen nicht vor. Es handelt 
sich hierbei um Weltimodelle mit einer absoluten Rotation. der kosmischen 
Materie, die von K. GÖDEL untersucht wurden. 


Es ist nicht exakt, wenn. die Singularitäten mitunter als „Anfang der 
Welt“ bezeichnet werden, da schließlich die Voraussetzungen zur Lösung 
der kosmologischen Gleichungen nicht mehr gültig sind. Man darf dieses 
„Weltalter‘‘ nur als Entwicklungsalter des gegenwärtigen Zustandes der 
beobachteten Welt verstehen. Was als Anfang der Welt angesprochen 
wird, ist zugleich das Ende einer Entwicklungsperiode, die diesem Zeit- 
punkt vorangegangen’ist. Es'ist allerdings mathematisch und physika- 
lisch sinnlös, das kosmologische Modell über den singulären Zeitpunkt zu 
extrapolieren. 


In manchen Modellen wird der Zustand unendlich hoher Dichte und 
. Krümmung nicht durchlaufen; so kann z.B. eine neue Expansion im 
oszillierenden Modell bereits vor Erreichen eines extremen Wertes ein- 
setzen. ‚Offenbar sind die Einsteinschen Gleichungen für den Zustand der 
Singularitäten nicht anwendbar. Man muß damit rechnen, daß die kos- 
mologische Singularität auch eine Folge zu großer theoretischer Verein- 
fachungen (Homogenitätspostulat) ist. Allein daraus folgt bereits, daß 
die Theorie der Gravitation keineswegs als abgeschlossen angesehen werden . 
darf. 
"Neben den relativistischen Weltmodellen sind weitere Theorien bekannt, 
'von denen hier noch die Steady-State-Theory von F. Hoyıez?) und 
H. Boxpi®) und T. GoLp sowie die Vorstellungen. eines Materie-Anti- 
materie-Kosmos von H. ALrvän und O. Kreis) genannt seien. 
Fran EIER _ 
1) JorDan, P.: Schwerkraft und Weltall. Braunschweig 1955. 
SCHMUTZER, E.: Relativistische Physik. Leipzig 1968. 
HEcKMmaAnn, O., und E. ScHücktıne: S. Frücez (Herausgeber): Handbuch d. 
"Physik Bd. 53, Berlin 1959. 
2) TREDER, H.-J.: Relativität und Kosmos. Berlin 1968. 
3) HoyLe,.F.: Die-Natur des Universums. Köln und Berlin 1952. 
4) Boxpı, H.: Cosmology. Cambridge 1960. i 
5) Aurvss, H.: Antimaterie und Kosmologie. Frankfurt/M. 190m 
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Die Steady-State-Theory beruht auf einem erweiterten kosmologischen 
Postulat, wonach das Weltali überall und zu allen Zeiten gleichartig aus- . 
sehen soll. Damit die räumliche Dichte konstant bleibt und die beöbach- 
tete Expansion nicht:im Laufe der Zeit zu einer Dichteabnahme führt, 
wird eine ständige und gleichförmige Materieerzeugung — aus dem. 
' Nichts! — angenommen. Diese Hypothese der Materieerzeugüng ist wenig 
wahrscheinlich. Sie ist durch Erfahrung nicht bewiesen und widerspricht 
dern Masse-Ennergie-Erhaltungssatz. Mit Hinweis darauf, daß andere Er- 
haltungssätze auch nicht absolut gelten — z.B. die Paritätserhaltung — 


“ _ sollte eine, wenn auch geringfügige, Verletzung des Masse-Energie-Satzes 


möglich sein. Danach sollten zur Kompensation des Expansionseffektes 
‚spontan Neutronen und Protonen. erzeugt werden: ein Atom in 10° m? 
im Jahrhundert. Es würde Bon hierbei um einen Vorgang. handeln, der 
nicht beobachtbar ist. 


Die bisherigen Beobachtungen des N zwischen der Zahl und 
der Strahlenintensität der Radioquellen (Quasare) widerspricht der 
- Steady-State-Theory. Auch durch die Entdeckung der Drei-Kelvin- 
Strahlung verliert dieses Modell an Wahzscheinlichkeit. 


Nach Aurv&n könnten auf Grund der. Teilcken-Antiteilchen-Symmetrie 
im Weltall Körper aus Materie und Antimaterie mit gleicher Häufigkeit 
vorkommen, so daß jeder zweite Stern aus Antimaterie bestehen könnte. 
Die Behauptung, daß jeder zweite Stern aus Antimaterie besteht, ist ge- 
' genwärtig weder zu beweisen noch zu widerlegen. Die Alfven-Kleinsche 
Theorie weicht von der relativistischen Kosmologie ab und vermag auch 
nicht die Existenz der kosmischen Reliktstrahlung herzuleiten. 


Mag auch von manchen Theologen eine Kosmologie begrüßt werden, aus 
der sie einen ‚„‚Weltanfang‘‘ herauslesen und diesen als göttlichen Schöp- 
fungsakt in „Übereinstimmung“ mit der biblischen Schöpfungsgeschichte 
interpretieren, so muß doch noch einmal betont werden, daß sich eine 
kosmologische Singularität nicht unbedingt ergeben muß. In einer er- 
_ weiterten Theorie brauchtz.B. eine solche Singularität nicht aufzutreten. 
Eine Frage. nach dem Weltall in frühestem Stadium kann nicht durch 
Glaubenssätze oder Dogmen entschieden werden. Dogmen sind der Ziel- 
und Aufgabenstellung naturwissenschaftlicher Forschung fremd und un- 
angemessen. 


Es gibt durchaus Theorien und Überlegungen, die dem gegenwärtigen 
Stand gesicherter (d. h. empirisch nachprüfbarer) Erkenntnis weit voraus- 
“ eilen. Besonders im Zusammenhang mit der. Erörterung kosmologischer 
Fragen und Probleme muß darauf hingewiesen werden, daß: man nicht 
in den Fehler verfallen darf, alles, was behauptet wird, kritiklos zu über- . 
nehmen oder für völlig gesicherte Forschungsergebnisse zu halten und als 
solche womöglich zu propagieren. 
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Es müssen stets die (einschränkenden) Voraussetzungen und BenennEn 
beachtet werden. . 
Auf die Fülle von philosophischen Aspekten, Überlegungen und Streit- 
fragen hier auch nur andeutungsweise einzugehen, würde den gesteckten 
Rahmen sprengen.) 
Es wurde nicht zuletzt deshalb der physikalische. Charakter der Relativi- 


'tätstheorie besonders betont, weil manche Nichtphysiker der Meinung 


. sind, die.Einsteinsche Theorie sei primär eine philosophische Theorie. Das 


ist aber nicht der Fall, da schließlich die Theorie aus der Notwendigkeit der 


Lösung physikalischer Probleme entstanden ist und sich auf physikalische 
Erkenntnisse stützt. 
Die allgemeine Belativitätstheorie hat die kosmologischen Fragen aus dem 


: Bereich der Dichtung und Spekulation in die Physik verlegt. Die Ge- 


schichte. der Wissenschaft lehrt, daß die wissenschaftliche Forschung durch 
keine — sei es auch die erfolgreichste — Theorie erschöpft wird. Es treten 
immer neue Probleme und Fragestellungen auf, die sich nicht mit Hilfe 


der schon vorhandenen theoretischen Grundlagen lösen lassen. Sie zwingen ° 


zu einer Weiterentwicklung der vorliegenden Begriffe und Theorien. 

Die. theoretischen Fragen zum Problem der Kosmologie sind nicht ab- 
geschlossen, und die empirische Forschung steht erst am Anfang. Nur sie 
könnte zwischen möglichen Weltmodellen entscheiden bzw. Ergebnisse 
hervorbringen, die zur Erweiterung, Verfeinerung oder Abänderung der 
gegenwärtigen Modelle führen. _ 

Das Hauptanliegen der Kosmologie bleibt, die Entwicklung des Weltalls in 
Vergangenheit und Zukunft aufzuzeigen und ein der Wirklichkeit ange- 
messenes kosmologisches Modell zu begründen. Ein wesentliches aktuelles 
Problem der Kosmologie besteht darin, eine Erklärung der kosmologischen 
Expansion zu finden und auch den Kollaps von superdichten Sternen 
physikalisch darzustellen. Hierbei kann man die aus dem irdischen Labor 
bekannten Gesetzmäßigkeiten für das Verhalten der Materie bei hohen 
Dichten nicht einfach auf die extremen Zustände höchster Drücke und 
Temperaturen extrapolieren. 

Oifenbar müssen auch in die Theorie des (Gehyiiasionzfelde: die Unter- 
suchungen über Quanteneffekte einbezogen werden, die in der Nähe von 
Singularitäten von wachsender Bedeutung sind. So erwartet ‚man eine 


1) Literaturhinweise 
1. Hörz, H.: in: Naturwissenschaft und Philosophie: Berlin 1960. 
2. Hörz, H.: Physik und Weltanschauung. Leipzig 1968. 
3. KAnwEsızEsser, K.: Raum Zeit Unendlichkeit, 2. Aufl. Berlin 1966. 
4. Autorenkollektiv: Relativitätstheorie und Weltanschauung. Berlin 1967. 


5. Autorenkollektiv: Philosophische. Probleme der modernen Kosmologie, 
Berlin 1965. ; 
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& Weiterentwicklung der ART, die mitunter schon als eine „klassische 
Theorie“ bezeichnet wird, durch die Einbeziehung oder Kopplung mit der 
Quantentheorie. 

Für die Weiterentwicklung der Gravitationstheorie ‚sind Untersuchungen 
starker Felder von großer Bedeutung, d.h., es werden die physikalischen 
"Sachverhalte von superschweren bzw. superdichten | kosmischen Obsekten 
interessant. 
Offenkundig ist, daß Einsteins Gedanken neue Aspekte zur Betrachtung 
des Kosmos eröffnet haben. Einstein hat eine Entwicklung eingeleitet, 
die_gerade in jüngster Zeit einen hohen Grad an Aktualität erlangt und 
die nicht zuletzt zur Befreiung der Physik von überlebten philosophischen 
Lehren geführt hat. 


Zusammenfassung | 


Die Einteilung der. Relativitätstheorie in eine spezielle und eine allge- 
“ meine hat keine grundsätzliche Bedeutung; sie wird nur durch Betrach- 
tungen bei der Anwendung der Theorie für bestimmte Näherungen als 
zweckmäßig erachtet. 

In der speziellen Relativitätstheorie wird ‚geseiht, daß keine „absoluten“ 
Geschwindigkeiten feststellbar sind; in der allgemeinen Relativitätstheorie 
‚wird gezeigt, daß auch keine „absoluten“ Beschleunigungen feststellbar 
sind. Die Relativitätstheorie bildet in gewissem Sinn die Krönung der 
klassischen Physik.- Ihre Bedeutung erschöpft sich aber nicht darin, daß 
‚sie die klassische Newtonsche Mechanik als Spezialfall enthält. Die Rela- 
tivitätstheorie spielt vor allem auch in der Mikrophysik (Atom-, Kern-, 


 Quantenphysik) eine hervorragende Rolle; auch die Gesetze des Mikro- 


kösmos müssen dem Prinzip der Relativität genügen, insbesondere wo im 
Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit hohe Korpuskelgeschwindigkeiten vor- 
kommen und hochenergetische Prozesse auftreten, bei denen der Massen- 
defekt deutlich meßbar wird. 

Die von EInstein begründete Relativitätstheorie ist eine physikalische 
"Theorie, die klare physikalische Begriffe von Raum und Zeit geschaffen 
hat, insbesondere — in der speziellen Theorie — durch die kritische Unter- 
suchung des Begriffes ‚‚Gleichzeitigkeit‘‘ und — in der allgemeinen Theorie 
— durch die Verknüpfung von Raum, Zeit und Materie. 

Das Ergebnis des Michelson-Versuches zeigte, daß Denken und Eehang 
in Widerspruch gerieten. In solchen Fällen sind die Tatsachen ausschlag- 
gebend; nach diesen hat sich das Denken zu richten. Die Natur läßt sich 
nicht vorschreiben, wie sie sein soll, damit man in altgewohnter Weise den- 
ken könne. Das Denken hat sich der Natur anzupassen. In solchen Fällen 
müssen oft die Denkvoraussetzungen analysiert und — wenn erforderlich 
— revidiert, werden. Darauf kann sich dann ein logisch einwandfreies 
Begriffssystem gründen. 

Die spezielle Relativitätstheorie erscheint als Spezialfall der allgemeinen, 
. da sie einer von Schwerefeldern freien Welt: entspricht. 


238. Zusammenfassung 


Als Ergebnisse der speziellen Relativitätstheorie seien besonders genannt: 


1. Die (Vakuum.)Lichtgeschwindigkeit ist konstant und in allen Richtun- 


gen gleich; sie ist vom (gleichförmigen und geradlinigen) "Bewegungs- 


zustand der Lichtquelle unabhängig. Die Lichtgeschwindigkeit ist eine 
Grenzgeschwindigkeit für alle Korpuskeln oder Einergievorgänge; sie 
kann nicht überschritten werden. ER : u. 
2. Die Lorentz-Transformationen müssen für sämtliche physikalischen Vor- 


'gänge (Mechanik, Optik, Elektrodynamik usw.) in zwei zueinander 


geradlinig und gleichförmig bewegten Bezugssystemen. angewendet ' 
werden. Sie enthalten als Grenzfall (für v<c) die klassischen Galilei- 


. Transformationen. 


3. Für Geschwindigkeiten, die gegenüber.c nicht mehr vernachlässigbar 


sind, ist Einsteins Additionstheorem der Geschwindigkeiten anzuwenden. 
4. Für die einzelnen Systeme ist die Abhängigkeit von Länge, Zeitdauer 
und Masse vom Bewegungszustand zu beachten. 


5. Als wichtigstes Ergebnis (nach Erssrrin) gilt die Masse-Hnergie-Ägui- 


volenz E = m c2: 


6. Das Raum-Zeit-Kontinwuum von MInKowskı ist die vierdimensionale . 


geometrische Interpretation der speziellen Relativitätstheorie. Diese 
Darstellung enthält zugleich auch die Lorentz-Transformation. 
Als Ergebnisse der allgemeinen Relativitätstheorie seien zusammenfassend 
genannt: : ; j j i 
1. Allgemeines Relativitätsprinzip: Die Beschränkung auf spezielle Lo- 
rentz-Transformationen entfällt; es sind nichtlineare Transformationen 


‚ zugelassen. 


2. Die universelle Proportionalität- von träger und schwerer Masse 


(Äquivalenzprinzip) bedingt eine lokale Äquivalenz von .Beschleuni- 
‚gungs- und Gravitationskräften und führt zu einer Identifizierung der 
geometrischen Struktur der Raum-Zeit-Welt mit der Gravitation. 


3. Im Gravitationsfeld verkürzen sich Maßstäbe, Uhren verlangsamen 


ihren Gang, und die euklidische muß durch die nichteuklidische Geo- 
' meirie ersetzt werden. weh 

4. Die effektive Lichtgeschwindigkeit ist im Gravitationsfeld kleiner als im 
gravitationsfreien Raum. 

5. Die allgemeine Relativitätstheorie enthält die klassische Newtonsche 
Gravitationstheorie als Grenzfall. Be 

6. Die Bewegungsgleichungen für Massenpurikte und Körper werden aus 
den nichtlinearen Feldgleichungen hergeleitet. ir ve, 

7. Drei von der allgemeinen Relativitätstheorie geforderte Effekte konnten 

'  experimentellnachgewiesen werden:dieGravitations-Rotverschiebungder 
Spektrallinien, die Lichtablenkung durch Gravitationsfelder und die Peri- 
heldrehung der Planetenbahnen; weitere Effekte wurden vorhergesagt. 


8. Physikalische Begründung der Kosmologie. 


Aufgaben mit Lösungen 


1. "Klassische Relaivbewegungen 
Aufgabe 11. 


Ein Flugzeug legt bei Gegenwind eine Strecke von 5 km i in 50 s und bei 
‘ Rückenwind in 40 szurück. Wie groß ist «) die Eigengeschwindigkeit v des 

Flugzeuges, b) die Windgeschwindigkeit vo, c) die Geschwindigkeit eines 
"vom Flugzeug ausgesandten Lichtsignals ? 2 


„ Lösung: 
5000 _, 5000 
vtw= 7, ms ‚wg 
av=1125mi; b)o=12,ömst, 


c) Die Geschwindigkeit des Lichtsignals ist im Vakuum stets gleich 
c = 300000 kms”!, unabhängig vom Bewegungszustand des Senders oder 
des Empfängers. Die Geschwindigkeit des Lichtes c, in der bewegten Luft 


berechnet sich nach der aus.dem Einsteinschen Additionstheorem folgen- 
den Beziehung 


Aufgabe 1.2. 


Ein Motorboot hat im TR die Höchstgeschwindigkeit vr 
= 5 ms”. Dieses Boot soll quer (@ = x/2) zu einem mit vg = 3 ms”! 


. strömenden Gewässer eine Strecke von x = 100 min möglichst kurzer Zeit 


zurücklegen. 
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a) Unter welchem Winkel zur Slrenniigerichting muß gesteuert werden? ? 


b) In welcher Zeit werden die 100 m zurückgelegt ? 
c) Der resultierende Fahrweg soll genau 100 m-betragen; wie groß ist die- 
Fahrzeit ? 
d) Es ist die: Strecke s zu berechnen, um die das Boot abgetrieben wird. 


Lösung: 


a) Kurswinkel 9 = z/2 wie im ruhenden Gewässer. Dieses Ergebnis 
demonstriert das Prinzip der ungestörten Überlagerung (Superposition).der 


‚Teilbewegungen: Das Boot erreicht das andere Ufer in derselben kürzesten 


Zeit wie. bei ruhendem Gewässer, wenn es — ohne Rücksicht auf die Ab- 


„teilt — rechtwinklig zur Strömungsrichtung gesteuert wird. 
 b) Fahrtzeit i = 100 m/5 ms”! = 20 s; das Boot wird abgetrieben. 


Abb. A. 


Die resultierende Geschwindigkeit v ergibt sich gemäß dem. geforderten 


‘- Fahrweg (Abb. A. 1) zu 


v=yY —- ip =4ms. 


FO 


Pr een 


\ 
\ 
ee 


> 
[e} 
[>] 


Mu 120000 Abb. A.2 
Aus den ähnlichen Dreiecken (Abb. A. 2) folgt 
Yw:vz =a:x bzw 09 Mg; 
02: 
wenn ty — 0; ist die Abtrifta=0. Daa? + = 4.02, folgt mit «a = 0 


auch x = AC. Vorausgesetzt wird: v5 und vw sind konstant über ‚die ge- 
samte Entfernung &. 


1. Klassische Relativbewegungen MI. 


Askyabi 1.3. 


Der Fresnelsche Mitführungskoeffizient 1— 1 Im? soll’ aus doc Eisperiment 
von FizeAu berechnet werden. 


Lösung: 


Der in der dl. (8. 29). cw = c/n +v(l — 1/n?) auftretende Ausdruck 


9 = v(l — 1/n?) ergibt sich wie folgt: 

Ein ‚Lichtstrahl durchläuft-in ruhendem Wasser die Strecke / mit der 
Phasengeschwindigkeit cl, und eine gleichgroße Strecke ! in Luft mit der 
- Geschwindigkeit c. .Es wird nun der Fall betrachtet, daß das Wasser mit 
der Geschwindigkeit v. bewegt wird. Der Versuch zeigt, daß nunmehr für 
den Strömungsfall eine größere bzw. kleinere: Geschwindigkeit. als cy, 


- gemessen wird, die aber verschieden ist von der Summe bzw. Differenz aus 


ch und v. Es muß also ein Geschwindigkeitsbetrag %» addiert bzw. sub- 
trahiert werden, j je nachdem ob der Lichtstrahl in Richtung der Strömung 
oder entgegengesetzt dazu läuft. 

"Durchläuft der Lichtstrahl zunächst das strömende Wasser und danach 
die Luftstrecke, so erhält man dafür die Zeit 


I v 
Brent ctr 


= 


Wenn der Lichtstrahl in umgekehrter Richtung. erst die Luftstrecke ind 
sodann das strömende Wasser durchläuft, so benötigt er dafür die Zeit 


Es u 
ar ererg 


5 Es zeigt sich, daß.die Interferenzstreifen ihre Lage ee nicht ver- 


ändern, wenn. die Versuchsapparatur in entgegengesetzte Richtung oder 
überhaupt in einen beliebigen Winkel zur Richtung der Erdgeschwindig- 
keit gedreht wird. Das bedeutet also t; =. 
- Aus dieser Bedingung bestimmt man. Da v<e ist, wendet man eine 
Näherungsrechnung an. 
‘ Für ti, schreibt man 5 ö m Zn 
u; 


a Mn eg 

o ee =: 

(1427) elırz) 

und mit der Näherungsbeziehung (8. 330) —— » 1 x folgt daraus 


ua) + 42). 


& = 


c © 
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Gleichsetzung mit der analogen Umformung für t, liefert 


1/,:p-v\, vo\ E vo\, 1/, ,P-v : 
ER, c ) 


also — or — 25 —_ und schließlich 


[er 


[1 -) 0a =olı-] 
y=Vv = oder Pp=V ne) 


. Diese Näherung für die Fresnelsche Mitführungsbeziehung ist in den mei- 
‘sten Fällen ausreichend. Unter der Berücksichtigung der Dispersion er- 
' hält man verbesserte Beziehungen ($. 53). 


2. _ Lorentz-Transformation. 


Aufgabe 2.1. 
„_e-vt 
| yı-ß 
ist — ohne -relativistische Vertauschung - — schrittweise für x umzuschrei- 
ben. ; 
Lösung: 


Man löst. zunächst nach x auf, ==" yJ1— P?-+ot, und substituiert aus 
. der Lorentz-Transformation für die Zeit 


den Wert für f 
4 4 7%. of 
Damit erhält man dann 
2-G2= N-P(@ +vf) 
und schließlich 
x +0 


yı—ß : | 
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; Offensichtlich führt das Verfahren der Kieieistischen: Vertauschung 
rascher zum Ziel. 


Aufgabe 2:2. 


. Es soll gezeigt werden, daß Ba + =z4-+ 2 gilt, wenn für die Trans- 


formation die aus der Geometrie bekannten Gleichungen 


m=yeap tuyäinp, : (Al) 


Y=—- np -+2,008Qp . (A.2) 


verwendet werden. 


Lösung: 
Man quadriert (A. 1) sowie (A.2) und addiert beide ee 


Aufgabe 2.3. 


Man berechne die Torehtz: Kontraktion für. die ‚Erde, die sich init‘ 


v» 30 km/s um die Sonne 'bewegt.. 


‚Lösung: 
Für einen außerirdischen Beobachter (v = 30 km/s) eischeint der Erd- 
_durchmesser von / = 12000 km um 6 cm verkürzt: 


: R u ; y2 5 In 3 v2, 
A-V-I=-1 fi )erfı-4i2)- 1,5 


j 
mit _ = 10": folgt Al= 6 cm. 


Aufjabe 2.4. 
Man leite die Lorentz-Transformation her unter der Annahme, daß man 
:zwei. verschiedene k-Faktoren (k und e zu unterscheiden "hätte (vgl. 
- 8.10, 3.11). 


Lösung: zug 
"=h@—oui) es et . (A.3) 
«=h(@+ot) k+0, K4+0, 0<v<o. - (AM) 

Man eliminiert x’, indem man (A.3) in (A.4) einsetzt: = 
zehlk@—v)+ovf]) 
bzw. “ 

z 


ee +vE. 
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- Auflösung nach t’ ergibt 


t -2l1-2(1- 7). (A) 
Die Werte für x’ und # setzt man in 


2 _ af — a2 —_ e2rf2 
x eat=x ct 


eins): 
| 2 —- AaR=- Mr — vi! — akli- A IE 
ar er er? 


ee ze) ]e+sme[-ert (1 leeren. 


Soll. diese Gleichung erfüllt sein, so muß -— nach einem Vergleich der 
. Koeffizienten von z2, x bzw. t und i?% — gelten : 


Be c2 ı \2 Er 2 ; 
1-2l1-5(1- 77) | | (A.6) 
c? 1 RR | 
028-4 (1- 7)|. \ Sr (A.7) | 
et (4.8) 


— d=#M (wi _ eo). 


2 a. 
Aus (A.8) folgt ? = Am’ also 


Z u ee a a AS) 


13 


2 
Aus (A.7) folgt, da 2 +0 ist,v = (1 _ ve) also 


k= 


1 


2 
Lk; 
ec? 


‚ Diese Beziehung folgt aus s dem Nicheison-Versuch: Zwei mit der Relativ-- 
geschwindigkeit v zueinander bewegte Beobachter messen dieselbe Licht- 
geschwindigkeit c, also dieselbe Lichtwellenfläche einer Kugel. Im vor- 


liegenden Fall ist 9 =y undz =?" 
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und somit auch 


E=- ! 0000. (A.10).. 
” 2 
- Beide Werte k und # erfüllen die Gl. (A.6). 
Setzt man (A.9) in (A.3) ein, so folgt 
BEE ZIE ee ee 
Yı<vle _ 1 z f- vr 
Nach Substitution von (4.9) und. ‘(A.10) in (A.5) findet man 
®—1 = v 
[he -52] 
“also 
Vi = —————, ü ne, Nö (A.1l) 
Ye en Re 8 Ar: 


Löst man nach tauf, so folgt t = 5 + Z8: 


Suhstitulert man für x nach Gl. ca. 4) unter RUE von = t, so 
' ergibt sich 


ya 
u 2% 
: v Vu NR 2 Fr > BB F 
v, ‚ 
also, i 
+ Ir 
e? 
\ı - wie Dr 


= 


Diese Beziehung findet man einfacher a zus ıs(A. u) durch reläkietstiache Ver- 
tauschung. : 
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Aufgabe 2.5. Br 

Es soll gezeigt werden, das der invariante Ausdrück 
a+pP+2— Rey y?4z — 2/2) 

die (spezielle) Lorentz-Transformation umfaßt. 


Es 


Lösung: 
Da nur Bezugssysteme betrachtet werden, die gegeneinander mit gleich- 
förmiger Geschwindigkeit bewegt sind, ist der Zusammenhang zwischen 
ı,t',x und t linear. Es können also lineare und homogene Transforma- 
tionsgleichungen angesetzt werden: 

“=metab; Y-y ?=235 P=-@etMt. 

- Hierin sind a,, Q,, a, und a, Konstanten, die bestimmt werden müssen. 
Zunächst läßt sich eine Vereinfachung vornehmen, indem zur Zeit i = 0 
die Koordinatenursprungspunkte von ‚S und ‚8° zusammenfallen sollen. 

_ Dann hat der Nullpunkt von &° zur Zeit i den Abstand v i vom Nullpunkt 
des Systems 8. Für x’ = 0 soll also stets x = vt'sein. 

Somit folgt 0 = avi + @ t, also ur 
= — ud. 

Damit sind in den vier Gleichungen 
"=au@—rl; Yay % 
"=, H+mt 

noch drei Konstanten zu bestimmen. i 

In der Ausgangsgleichung ist y zunächst eine beliebige Konstante. 

Die Konstanten x, @,, a, und a, ergeben sich aus der Methode des Koeffi- 

zientenvergleiches: 
2+pPp+@2—AR=ylaln: -2Bvati Hl +? 

+2-229°—-2,,0R2at—- det). 


=2; 


Umordnen liefert eine unmittelbare Vergleichsmöglichkeit: - - 
HN HR- AR Art) 
| He eye. 

. Der Vergleich der Koeffizienten von y® und 2? ergibt y = 1. Nunmehr ver- 

bleiben folgende drei Gleichungen: 
a—aad=l; : (A.12) 
avrtgut=0; DE (A.13) 
ar— da=— cd. (A.14) 
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Gleichung (A.13) wird mit v multipliziert und dann Gl. (Aa. 14) davon sub- . 
trahiert. Das ergibt 
zur tid=c, 
also ” k 
1-a 
= j 1 
Q; 2,8 (A.15) 
Man bestimmt weiter a? aus Gl. (A.14) und substituiert in Gl. (A.12). 
Damit folgt aus G}. (A.12) 
2-1) 1-de ; 
a ar 
und daraus 
ar— 2=alı, 
also 


‘Führt man diese Konstanten in die Ausgangsgleichungen ein, so ergeben 
sich die Lorentz-Transformationen 

t— = x 

ao = ———,; Yy-y zf’=-2 t= 


v2 i 
Yı Ei [a 14 been 
Aufgabe 2.6. | 


Man gebe die Formeln der. Lorentz-Transformation für den Fall an, daß 
. die Relativgeschwindigkeit v zwischen zwei Systemen nicht die Richtung 
der x-Achse hat. 
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Lösung : 
e) © en 
Fr 


Man substituiert r, = 


er 
na NR 
Unter Verwendung von r'=r,+r, und (r %)=rvcos(r,®v) errechnet man 
1 1 vi . 
!=r+ — | ————1)(r®)o — ——, 
tele Jen = A 
Entsprechend erhält man einen Ausdruck für f. 


Aufgabe 2.7. 
Es soll gezeigt werden, wie sich die Transformationen 


, _ Sina TR ‚_ sine IR 


und - tana 


sin 
v ® 
1-—cos& 7.0088 — — 
02,52 ce 
ergeben. = = 
Lösung: 
u dem Abschnitt 6.4. entnimmt man 
® 
cos — 
£ ’ i © 
co = —— 


1 = a cos & 
% 
diesen Ausdruck setzt man in sin @’ =yl. — cos?’ ein und erhält die 


angegebene Transformation. tan «’ folgt aus me 


sa". 


Aufgabe 2.8. “ E 


Es soll gezeigt werden, daß die Lorentz- Transformationen Gruppeneigen- 
schaft besitzen. 


Lösung: 


‚Es werden zwei Lorentz- Trsnkorinshibnen nacheinander ausgeführt _ 


mit dem Ergebnis, daß sich wieder eine Lorentz-Transformation ergibt. 
Man geht von zwei Transformationen aus, in denen die Relativgeschwin- 


2. Lorentz-Transformation 


digkeiten u bzw. v auftreten: 


U 
; x — ut 5 C 
ir a er 
U MU 
Le ı-% 
6 
und 
N 3 FEIERN, 
172 uf 173 02 
u’ = a 2 . 
v2 [92 
1- — Ye 
‚6 : c 
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(A.16) 


(A.17) 


Substiuier manz’ "und v in(A. 16), so erhält man eine Peaehung zwischen 


”undz kam 1 und t: 


u 
u uU+V% 
"eilt ai 


Berücksichtigt man das Binsteinsche Additionstheorem der Gele 


keiten 


‘ 


“4% 
[0] 
PM 


w== 
i und die Vereinfachung des Wurzelausdruckes 


= ll 


DET 7 u ET 
+7) [+ 


Wr | 
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so erhält man schließlich 


TE 


Es handelt sich also wieder um eine Lorentz-Transformation, womit die 
Gruppeneigenschaft nachgewiesen ist. Koordinatensysteme, die sich 
gegeneinander in gleichförmiger Bewegung befinden, sind gleichwertig: 
Naturgesetze, die gegen eine Lorentz-Transformation invariant sind, haben 
in diesen Koordinatensystemen dieselbe Form. 


Aufgabe 2.9. 
Es soll geneigt werden, daß die Wellen-Differentialgleichung 
My .- Ay 1 0 
tyra aan a 


die auch die ae Lichtwellen beschreibt, eine Invariante der 
Lorentz-Transformation ist. 
Lösung: 


.Bei der Transformation der Gleichung (A.18) auf das mit der Geschwin- 
digkeit v bewegte System hat man in y(z, y, 2, t) die Größen zu ersetzen: 
x + vt 


"+ — x 
5° 
va ———, =y, 2m, esse, 
yı — 'v2jc2 a . yı — v2jc2 
Damit erhält man 
%y _0p 1° ER Euler — 
0% Om yı —_ veje a 02 Yı — v2je — 12/02 


U 
0x2 01 — ve? 0x 1 — v2 OR 1 — vRjor 


und 
Y __y v 2 OY 1 
Weyer Yı— veje' 
a a) v 0% 1 


ar Ol — ul! "dr — at 02 1 — vrfer” 
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Man erkennt, daß 


ya ya, day, ap 1 Oy 


a ya re we 


gilt, d. h., die Wellendifferentialgleichung ist lorentzinvariant. 


Aufgabe 2.10. 


Man stelle die Transformationsformeln für die Massendichte e, die Teil- i 
- chenzahldichte n und die elektrische Ladungsdichte g. auf. 


Lösung: 


1. Für die ne o= m/V gilt wegen m = iR ß? ‚und 
’=V,y1- 


= = engl 
| im: FTIR 
2. Für die Teilchenzäahldichte (Konzentration) gilt n = NV, wobei N die 


Anzahl der Teilchen bedeutet. 
Da die Teilchenzahl N erhalten bleibt, öt N=n,V,=rV, also 


£ = bzw. a 
Voyi— ß® NR 
‚8. Im Abschnitt (7.2.) wurde für die elektrische Ladungsdichte seinen 
__ 060 - 
er 


* Die Ladungsdichte vergrößert sich also beim Ubeigere vom Ruhsystem 
in das bewegte System. Dabei bleibt aber die Ladungsmenge dg in einem 
Volumenelement dV in beiden Systemen konstant, d.h., die elektrische 
Ladung q ist eine Invariante der Lorentz- Transformation: 


di -gar er _arfi A ä — 0.0 4V = dg = inr. 
v1 
3. Einsteinsches Additionstheorem der Geschwindigkeiten 
Aufgabe 3.1. 


Es soll die resultierende- Öbsshwindigkeit aus zwei "Teilgeschwindigkeiten 
u, und w,‘nach dem (klassischen) Superpositionsprinzip für vektorielle _ 
groBen bestimmt werden, wenn u, und % den (beliebigen) Winkel  ein- 
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schließen. Das Ergebnis ist bezüglich der klassischen Konponerönsare; 
gung von Vektoren zu diskutieren; es ist die relativistische Formel für die 
Addition. zweier Geschwindigkeiten anzugeben. - 


Lösung: 


Abb. A.3° 


a) Mit dem. Kosinussatz. folgt: W“=u + % — 2 U U, 008 (n — D bzw. 
Wut 4 2umcosg. 


'b) Die Zerlegung von win die Komponenten «, und. Ug en sich ein- 
facher, wenn cos(r —g)=0 ist, d.h, won z—o=n/2 gewählt 
werden kann. Dann ’ist 


=utu, also as i 
Hierbei ist die Höchstgeschwindigkeit von Massenpunkten stets u<c. 


c) Das Superpositionsprinzip a) gilt nur, wenn u <,wm<c unddw<c 
ist, also in der klassischen Physik. Allgemein gilt für die Addition 
zweier Geschwindigkeiten, die den Winkel ? einschließen, das Ein- 
steinsche Additionstheorem. 


Der ruhende Beobachter, gegen den sich ein System mit der Geschwindig- 
keit v bewegt, in dem ein Massenpunkt die resultierende Geschwindigkeit 
u = % u; besitzt, mißt die Geschwindigkeit 
: i i *\2 
y: +2 +2wWvcoagp — (er) © 
1+ Ser 
[ 


Hierbei ist 9’ der Winkel zwischen u und v im System 8’. Bewegen sich 
die Systeme mit der Geschwindigkeit v paxallel zueinander WW =0), so 


Bier 
= Yo + 2u v» W-+® 

ww: = 
u It 
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was mit dem (üblichen) Ausdruck des Einsteinschen Additionstheorems 
übereinstimmt. Die wiederholte Anwendung dieses Theorems führt stets 
aufusc. Fürv=0folgu=w. 

Bewegen sich die Systeme mit der Geschwindigkeit v senkrecht zueinander 
(p’ = 2), so erhält man 


w: v? 
FIR 2 2 [ 
u fe: + Fu 


Dieser Ausdruck unterscheidet; sich also von dem klassischen unter b) an- 
gegebenen; jedoch ist der Unterschied zwischen beiden vernachlässigbar, 
wenn w und v sehr klein gegen die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit c sind. 


Aufgabe 3.2. 
Die Transformation für die Geschwindigkeitskomponenten «,, u,, 4, ist 
aus der Lorentz-Transformation herzuleiten. 

Lösung: 

Die Geschwindigkeit u, ist der Differentialquotient — . 


Aus der Lorentz-Transformationz — em 
Funktion von # ist; v = const! v = 
Man bildet deshalb 
dedt’ d’ 
de dd di 


di yı— ß2 


ist ersichtlich, daß & eine 


(A.19) 
Aus 


+ x 
t= 


y p? 


" v de en vu, 
as ER I: NR 
di yı =, ß? yı —.ß? dt 1% v Br 
Mit (A.19) erhält man 


N a EB. 
dt ®, 


art PR. usa 14% 


findet man 


%= 
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Für u, = u findet man 


dt ’ 
dy’ di 

u _adi_ „a 

nar de 


di’ 
also. : “ 
PM E . 2 . . y ? r 
It ie 
Analog zu %, ergibt sich 
a u, y1l — 2 
3 rn 
® ’ 
It Zi 
Aufgabe 3.3. - 


Es ist die Geschwindigkeit u eines Massenpunktes zu berechnen, wenn 
dieser im System &” die Geschwindigkeit «’ besitzt und v die re 
. keit zwischen den Systemen S’ und $ ist. 


Lösung: 
Es gilt die (spezielle) Lorentz-Transformation: . 


Die Geschwindigkeit u wird in die Komponenten U, = = dus/dt, Uy = dy/dt 
und %, = dae/di zerlegt. . : 0. 
Hieraus folgt für die Komponenten der Geschwindigkeit 


Du v2 
s : 
w+v “yı-& “la 
Ze} U, 7 ’ U, [2 ’ 
VU, VU, VU 
Gun It 1+— 


hierin ist u, = d’/dt’, u, = dy’/di’; u, = de’/di’. 
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. Mit den Komponenten = w cosp, w=wsinp, w=0 findet 
man u = Yuz + u, also j 


. 5 ’, 3 2 
Ver +0 +20 noong - (ZPaing‘) 


Wo F 
14208 p 


U 


z 


In dem speziellen Fall 9’ = 0, d. h., wenn keine y-Komponente, sondern 
allein eine x-Komponente vorhanden ist, findet man: 


.WM= x - sr . As i 5 
u 
Aufgabe 3. 4 
. Es ist für einige Werte der Geschwindigkeiten „= w=vmitv=0Le, 
‚v=0250,90=05ec und v=c die relativistische Abweichung vom 


klassischen Parallelogramm der Geschwindigkeiten zu zeigen. Die be-. 
treffenden a sollen den Winkel %- = 45° ein- 
. schließen. 


r:relalivistisch 
 k: klassisch 


Ph 
01 02 03 04 05 06.07 08 09 we 
Abb. A.4 


Lösung: (siehe Abb. A.4) 


klassisch: u. = Yı# & 2-2 U %, COS f 


a : : _ : 
| Veit + 200009 ("ei ) 


relativistisch: Age} — 
1% ar 
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klassisch relativistisch 


ve. Won. © (wlO)rei 
. 01: 0.0%7 01 
2. (PT nr 77 er 17T 
3. 0,5 0,92 075. i 
4, 100188 1,00 


Aus.der Abbildung erkennt man deutlich, daß die Abweichungen zwischen 
den klassischen und relativistischen Werten [üyı — Url nit v ee 


Das Parallelogramm der Geschwindigkeitsaddition ist nur für I si 
gültig. 

ee # 
Aufgabe 3.5. ZA 


Es ist zu zeigen, daß zwei Geschwindigkeiten, die velakivistisch addiert 
werden sollen, nicht gleichberechtigt auftreten, d.'h., daß eine Vertau- 
schung bei der Addition zu einer anderen Richtung der ‚Resultierenden 
führt. 

Die Geschwindigkeit v, sei parallel zur x-Achse und die Geschwindigkeit %g 
parallel zur y-Achse a 


Lösung: 
Im Gegensatz zur klassischen Addition 


ya + 2 cosp er -5 


muß bei der relativistischen Addition die Verschiedenheit der z- und. . 


4-Komponenten beachtet werden: 


Mech 


u und 
en er 


"Für u, gilt 


= ar + u, 


Für u, gilt ein analoger Ausdruck. . 
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| 5° Abb.A.5 
. Y vg MU X 
Ups a Ze 
Das Ergebnis ist in Abb. A.5 dargestellt. 


y.=08c= u, 
%=0,6c= uy 


Ua = Var, + WW = 6; Addition für 0 < o<  engibt Ya > Cs 


Pr) = 0,36 © 
ya = 0,89, = 0,64 6 
al = lugl = 0,8773 c <. up. 


Aufgabe 3.6. 

Zwei „Elektronenkanonen‘“, die sich im System 8, befinden, schießen in 
entgegengesetzter Richtung Elektronen mit je .2,5 - 10° ms“! ab. Die 
.. Differenz beider Geschwindigkeiten (der Systeme 8, und $;) würde, von 
$, aus beurteilt, Überlichtgeschwindigkeit v = 5- 108 ms“! ergeben. Wie 
groß ist die Geschwindigkeit w zwischen $, und S,, von Be aus beurteilt ? 


Lösung: 


Mit dem Gehen Additionstheorem der GLEN findet 
man - 
AU % „B* 10° ms-! Di 108 
1 ee nn "a 23. 377 mn 


147 
(s. Abb, A. 5 


w= ms! —= 0,442 6 


‚Lösung: 
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Abb. A. 6 


Aufrobe 3.7. 
Im bewegten System S’ wird der Winkel »’ zwischen der (resultierenden) 


i Geschwindigkeit ı w und der Bir ® zwischen 8’ und 8 


gemessen. 
a) Es ist.der Winkel $ zu berechnen, wenn p', vüund u gegeben sind. 
b) Es ist p’ zu berechnen, wenn 9, v und % gegeben sind. 


v2 
u: i ee sin @’ 
u Ser Tr re | 
{s. auch Aufgabe 2.7); sich also als arctan der rechten Seite der 
Gleichung. 
b) o' folgt aus der Lösung a) durch relativistische Vertauschung: Die 
gestrichenen Größen werden durch ungestrichene und + v durch — v 
ersetzt: 


> en we 
. Be: . u a 
F n 


ng %C08P —® 
“ Hinweis: 
Es ist 
Er w: + u 
tano=!2-—.. 
. Aufgaii 3.8. 


- Aus einem mit v, = 0,8 c fliegenden Seen soll (in bezug auf dieses Sy- 


stem) ein Körper mit v, = 0,8c abgeschossen werden. Wie groß ist die 
Base vom Ruhesystem aus beurteilt ? 


Lösung: 


also- w<e. 
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Wird vom zweiten oder vom dritten (allgemein vom n- -ten) Körper dieser 
Vorgang des Abschusses eines weiteren Körpers wiederholt, so ergibt sich _ 


für w weiterhin stets Unterlichtgeschwindigkeit: 


I ,; Ww -+d%, Wn + %ı 
am ee 
14. It La a 1+ a 


Die w, sind stets kleiner als ec, so daß w„.;ı <.e gilt. Nur für das fort- 
gesetzte Addieren von ee folgt als resul- 
tierende Geschwindigkeit Wat = 6. 


| Aufgabe 3.9. 


Es ist zu zeigen, daß zwischen den Geschwindigkeiten «v und uw’ folgende 
Relation besteht: 


© (c? — W?) (c? — 29) 
F+Wo 


Diese Beziehung ist zu diskutieren. 


ca — 


Lösung: 


Man berechne “= -tu-+ u und Wr — Un + u 
Y 2 


age re AR 


1. Wenn « = ce und v < 6, dann ist auch & <.c; d.h., eine aus zwei 


Geschwindigkeiten <“ c resultierende Geschwindigkeit ist selbst wieder 


- kleiner als c. 
Diese Tatsache zeigt, daß kein Teilchen es 0) aenels die Licht- 
geschwindigkeit erreichen kann. . Insofern spielt die Naachtessehwindie: 
keit die Rolle einer Grenzgeschwindigkeit. 
2. Für w’ = c und/oder v = c ergibt sich u = c. 
Das bedeutet, daß die Lichtgeschwindigkeit dieselbe bleibt für alle 
Beobachter in Inertialsystemen. 


Aufgabe 3.10. 


Das relativistische Additionstheorem soll auf Tachyonen angewendet wer- 
den. Die Relativgeschwindigkeit der beiden Beobachter ist v <o. Es ist 
zu prüfen, ob der Beobachter in 8’ wie derjenige in 8 auch eine Überlicht- 
a für das Tachyon findet. 
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. Lösung: 
m. V-» 
i V’= or 


Wenn V >c und vux< c, 80 folgt stets V’ > c. 


Beweis: 


Man setzt V’/c 2 B, Ye = B und vje = ß. 
‚_B=B re 
ST=BB | 
oder a ei 
m _1-®-M-U-BB (B-DU-P) 


(d-ßB% . A-BB% 
Zähler und Nenner sind stets positiv, also gilt B’? > 1 und damit 7’? > 2. 


Aufgabe 3.11. 


Es soll die alipenehle Transformstionsgleichung für YL’— u2je? m 
werden. 


Lösung: 


Der häufig auftretende Ausdruck y = yr _ je wird mit Hilfe des 
Einsteinschen Additionstheorems in eine allgemeine Transformations- 
gleichung übergeführt. 

Es wird für die zusammengesetzte Geschwindigkeit w und v der Wert 
gemäß dem Additionstheorem substituiert. - G 


; v2 R v2 

. U 1-— u I — 

u + v Y ® “/ a 
Be : ; 


u Ze ee 1 Us 
07 % ’ U ö 7 5 = 7 
= UV’. YUV Urd 
Ir 14, 14 


Man findet mit 


Wr = u2 m? +W 


u _ EH+W+ u 
Malen 


und 


ec? 
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schließlich als Transformationsformel für den Übergang von einem an 
zum anderen 


i 75 (vgl. 3.4.4.). 
14 
En Massenveränderlichkeit, Ruhenergie, kinetische Energie, 


Geschwindigkeit und al Ladung‘ 
Aufgabe 4.1. 


‘Um wieviel Prozent 9 vergrößert sich die Ruhmasse von Elektronen, Pro- 
tonen, Neutronen (und beliebiger Massen), wenn sie sich mit halber Va- 
kuum-Lichtgeschwindigkeit. bewegen ? 


Lösung: i 
u m — Mg 0 = m NR: % I) 
pPp= m 100% = ı) 100% 
ei irn —11-100% = 15,5%, (für alle Teilchenarten). 
v Ak £ 
Iz 
Aufgabe 4.2. 


‚Bei welcher Geschwindigkeit ist die Impulsmasse der Elektronen, Pro- 
tonen, Neutronen (und beliebiger Massen) doppelt so groß wie die zuge- 
hörigen Ruhmassen ? 


Lösung: 

Aus = yı = (me) 2. (&.20) 
m 5 

 Tolgt mit m = 2 m, 

v=6 yz = 0,866 c = 2,597 - 10° mt. 


Das gilt für alle Teilchen einer Ruhmasse Mo- 
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Aufgabe 4. 8. 


Man berechne die Geschwindigkeit v und die kinetische Tnergie Ein, auf 
die ein Proton beschleunigt werden muß, damit sich seine Ruhmasse 
verdreifacht. 

Lösung: 


Aus (A.20) folgt v = 0,943 c = 2,829 - 10° msTt. 


. Setzt man diesen Wert in (4.17) ein, so erhält man En = 1862 MeV. 


Folgende Lösung ist vorzuziehen: 
eh ig I Be Tg di aa: 


2 
.y2 MR Mg m 


Aufgabe 4. 4. ; 
Man gebe die Blektronenmasse i in Einheiten der Rirkinnses an, wenn sich 
die Elektronen mit 99%, der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit bewegen. 
Lösung: > 
mm, = 7,088. 


(Das gilt für alle Teilchen einer Ruhmasse Mm 0. E 
Rechenvorteil: ‘Wegen v/ce = sin B gilt 


1 ı 


Yi-sin2d merTT% 


'Da nun sin D = 0,99, also cos ® = - 0, 1409 ist, Be sich 


H 


Aufgabe 4.5. 


Wie groß sind die Masse m und die subnlfiiche Ladung q/m der Elektronen, 
die sich mit 2,4. 10° ms”! bewegen?! 


Lösung: 


m ‚5 10-% kg. (gegenüber m, = 9,1 10-31 kg), 
Re 11.101Ckgr!. (gegenüber 2. = 1,7588 . 1011 c ke) A 
mM ! i Mg ä & 5 


- 4. Massenveränderlichkeit, Ruhenergie, kinetische Energie... 263 


Aufgabe 4.6. 


Bei welcher Spannung U hat sich die spezifische Ladung e/m des Elektrons 
gegenüber e/m, um 1% geändert ? 


‚Lösung: re 

Die elektrische Ladung ist invariant (8.251 und 273): Es braucht dem- 
zufolge nur die Massenzunahme m = 1,01 m, betrachtet zu werden. Die 
spezifische Ladung wird PRINT 


MN == 


. Se _ Ein -eU | a * 

en tm), wobei n m ma’ 
6 

mm); | 


eu Mg € + 0,01: 


0,01 = _——; U=————; Mc = 0,511 MeV; 
Mg € ne f j 
U=5110V. 
Aufgabe 4. 2 


Man berechne die Ruhenergie in MeV eines Elektrons, das die Ruhmasse 
9,1083 - 10% = besitzt. se 


Lösung: j ; 
E,=moc, E,= 0,511 MeV. 


Aufgabe 4.8. 
Wie groß ist die Ruhenergie eines Protons ? 


Lösung: 


Die Ruhenergie eines Protons ist 1836 mal so groß wie die Ruhenergie 
eines Elektrons, da die Ruhmasse des Protons 1836mal so groß ist: 


E, = 1836 - 0,511 MeV = 0,938 GeV. 


Aufgabe 4. 9. 


Wie groß ist die Geschwindigkeit von Elektronen eines 31- MeV-Betatrons 
in Einheiten der. Lichtgeschwindigkeit ? 
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 Zösung: 
g„U=-mal—————l1\ (4.21) 


i ya 
(ez 


findet man für Elektronen mitq = e 


7 1: 
v—cC 1- z — TERN: y 
m . a6 
| (1 + 1,9577 : 10 Ten) 


mit U = 31 MV ergibt sich vo = 0,99974 e. 


{Die klassische Rechnung führt mit eU.— 2: v2 zu dem sinnlosen Er- 
gebnis einer a Dr 


Aufgabe 4.10. 


Das Radionuklid 220Ra emittiert Alphateilchen mit der kinetischen Ener- 
gie Exın = 4,78 MeV. Man vergleiche die nach der klassischen und nach 
der relativistischen Gleichung berechneten Geschwindigkeiten: Ruh- 
masse: des Alphateilchens m, = 6,643 . 102° kg = 4,0015064 u. a u oder 
Iimy=1 ‚660 - 107% & ist die atomare Masseneinheit. ) 


Lösung: 

i R ES 2 q . E 
klasisch: -v= er Um 1,52. 107 ms; 
relativistisch: v=21-.10’ ms. 


Letzteres folgt aus (A. 21) bzw. aus 
I 


[,, qgu\ i ı 
() | 


1 
PR 
(1 -+ 5,355 . 10-10 a ) 


oder 


Volt 
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Aufgabe 4.11. 


Es soll ausführlich gezeigt werden, daß die klassische Gleichung für die 
kinetische Energie En = m v?/2 ein Spezialfall der relativistischen Be- . 


ziehung Exin = Mg? HR En ) für kleine Geschwindigkeiten ist. 
: - \yı — v2le B 


Lösung: - 


: Der Wurzelausdruck 


wird in eine Reihe entwickelt. Diese Reihenentwicklung nimmt man ‚80 


--mäß dem binomischen Satz vor: 


o--[r)e (tes (B)osn- (Main. PR 


Diese binomische Reihe berechnet man füra = 1,5 = v?/@undn=—1/2. 
Die Binomialkoeffizienten ergeben sich zu 
4 se =. 
"\_| 2)_;: n\ | 2) 1, 
0)T\ oJ ha) \ 1) 2’ 
var‘ 
n\_\ Z BEIEER 
2 ng 
3 
=: . 
= O2 Zi nz 


ya\-18 erg 
” ) zen. +7 Ce 
und “= ; 


Ban = = Mg ‚(145 +7 c2 - 


3 


+3 atıs Ce 


5 


N 


er 
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Wenn v <c ist, kann man die Glieder mit valc2, ve/c* usw; vernachlässigen. 
Man erhält schließlich En = m, v2/2, also die in der klassischen Physik 
gebräuchliche Beziehung. - Ei 

Aufgabe 4.1 2. 

Die Beziehung für die Kelatiästische kinetische Hnergie (A. 31) soll herge- 


"leitet werden. 


Lösung: 
Die Definition der kinetischen Energie ist 
j d . A S 

Fd= = ar (m v) de ‚. also ee —=.(m v) dv.. (A.22) 
Die Integration Bis Ausdrücke führt mit m = const zu dem klassi- 
schen Ergebnis: Ey. = m v?]2. 
Berücksichtigt man die Massenveränderlichkeit it der deschwihdikket, 
so muß man die allgemeinere Beziehung für die, Beschleunigungsarbeit 


F dx = dEyn zugrunde legen: 


ee PL Te de. 


‚4 jı-% 
c 


Zur Integration dieser Gleichung ist es zweckmäßig, von folgender Form 
auszugehen: oe 


drin ae d Mo M de 
DT y Pr de 
£ 1- Dry i 
da d v2\-12 1 v dv 
ide _, und Fi -5) De 
1-5) 
c% 


- erhält man nach Anwendung der Differentiation auf das Produkt in der 


Klammer und Vereinfachung (Hauptnenner!) 
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Die Integration ergibt — mit der Bedingung für die Integrationskonstante, 
daß für v = 0 die kinetische Energie verschwinden soll — 


i 
En = 10 ce? 


Vergleicht man (A. 22) und > 23), so findet man, daß die Masse m in (A. 22) 


Eu 
Mg 


Ben -e.: = 
Y\e-=) zz 
ersetzt wurde. 
Diese Masse wird mitunter als Longitudinalmasse bezeichnet; da Kraft 


und Beschleunigung parallel gerichtet sind. Stehen Kraft und Beschleuni- 
gung senkrecht aufeinander, soist die Masse m durch die Transversalmasse 


Mg 


ya 
Yı = 
c 
zu ersetzen. 


Das Ergebnis Maas: u Kraft [Beschleunigung güt a nur in, der klas- 
sischen Physik. 


- (A.23) 


Hingegen ist die Definition der (Impuls-)Masse m als Quotient aus Impuls 


und Geschwindigkeit, m = plo, allgsmneingultäg, wobei dann in der SRT 
stets (A.23) gilt. 


Aufgabe 4.183. 


Relativistische Massenzunehme. 
Es soll die relativistische Massenzunahme {A.23) RAN delt 
werden. 


Lösung: 
. Esist zweckmäßig, als Abszisse ß = v/c und als Ordinate m|m, zu wählen. 


m 
‘ Dann ergibt sich wegen ——= —— = k die me (Tab. 1, 8.45) 
und damit Abb. 42.  ” VI—P-- 


Zur Berechnung des Lorentz- Faktors k wendet man mit Vorteil die 
Substitution v/c = sin Dan: 


iz 1. 4 


3 co®d' 
yı-5 | 
© \ 
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Anwendung: Für m = 2 m, ist v zu berechnen: 


m 1 : 1 
— u in 1 mo, 
ER 2, also cos® 5 


Mit Hilfe einer Tabelle für Sinus- und Kosinuswerte erhält man 


sin d = 0,8660 — —, also © = 0,8660 c. . 


Aufgabe 4.14. 


Zusammenhang zwischen Geschwindigkeit und kinetischer Energie. 
Es soll die Abhängigkeit der Geschwindigkeit von der kinetischen Energie 
für Teilchen unterschiedlicher Ruhmasse graphisch dargestellt werden 
(Elektronen, Protonen, Deuteronen, Alphateilchen). 

Lösung: : Br 
Es ist zweckmäßig, für die Ordinate (v/c) einen linearen und für die Abszisse 
‚(Erin in eV) einen logarithmischen Maßstab zu wählen (Abb. A. 7). 


tz klassisch klassisch 
1 -_— — 
08 
IV En? 
x - 
06 () 
04 
02 
1 L_ AUEIREEER IEEEIIEN INESERN Abb. A.7 
ee ee ee ee u u . as 


ExinfeV —- 


In der klassischen Mechanik existiert für 2 = m v2/2 keine Grenzgeschwin- 
digkeit. 
Aufgabe 4.15. 


Es ist zu zeigen, daß der Quotient zweier Massen (m; = m,) für zwei 
Beobachter unterschiedlicher Relativgeschwindigkeit verschieden ist. 


Lösung: - 

Zwei Massen m, und m, bewegen sich auf der x-Achse mit der Geschwindig- 
keit u, und u, und stoßen zusammen, so daß sie — im Moment des Zu- 
sammenstoßes — die gemeinsame Geschwindigkeit v besitzen. Wendet 


4. Massenveränderlichkeit, Ruhenergie, kinetische Energie... 269 


iman auf dieses Zwei-Teilchen-System die klassischen Erhaltungssätze für 
den Impuls und die Masse an, so folgt 2 


mut+m%=Mv; 
m + m, =M. 


Nach Multiplikation der 2. Gleichung mit v und Subtraktion dieser Glei- 
chung von. der ersten findet man als Massenverhältnis 


Mi UV U 


Meg UV 


(Mit dem klassischen Additionstherem „= W +1; w=— u +v 
folgt m, = m,, d. h., die beiden Erhaltungssätze werden erfüllt. Es ist 
aber experimentell erwiesen, daß man das Einsteinsche Additionstheorem 
anwenden muß. Dadurch ergibt sich eine Abhängigkeit der Masse von der 
Geschwindigkeit.) ’ ° 


‚Führt man zwei Bezugssysteme $ und #8’ ein, deren Relativgeschwindi,- 
keit v beträgt, also gerade so groß ist wie die gemeinsame Geschwindigkeit 
‚der Körper m, und m, im Augenblick des Zusammenstoßes, so liefert das 
relativistische Additionstheorem 


—wW+vV 


wo I 

u = , und w= ne 
Wo _We 
= = 


Substituiert man diese Werte für das Massenverhältnis, so ergibt sich 


ww ee 
mE), | - = (A.24) 
m wo En Sa: 
ee 


"im Gegensatz zu der klassischen Rechnung m. m, =1, Das Massen- 
verhältnis ist offensichtlich von v abhängig (s. folgende Übung). 

‚Aufgabe 4.16. 
Es ist die Transformationsbeziehung für die Masse anzugeben. 

Lösung: 


In (A.24) wurde m,/m, gefunden. 
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Wendet man die allgemeine Transformationsgleichung für VI -: u2je 
(Aufg. 3.11.) an, so gilt 


und 


-— = 
ra 7, _% 
wu c? 


Für den Quotienten m,/m, ergibt sich also 


Dieses Verhältnis, das sich nur im klassischen Fall für einen Beobachter 
als m,/m, = 1 ergibt, ist nunmehr m, /m; #1. 


. Betrachtet man speziell den Fall u, = 0, dan ist m, = Mo, ns für 


m, = m folgt schließlich (A.23). 
Das obige Massenverhältnis ist. nur 'im Fall u: =0undw=0 exakt 
gleich. 1: 

Mn Mon Be 

Mm; Moog 


Aufgabe 4.17. 
Es soll die Gleichung m = "m m hergeleitet werden. 


Lösung: 


Man geht z.B. von der — auf na bin Weg häsgeläktohei — Be 
ziehung # = mc? aus und folgert die Abhängigkeit der Masse von der 
Geschwindigkeit. 


Einerseits gilt allgemein a dm c?, 


und andererseits ist drin = nn (mv) de, 
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also > 
dE:m = Alm v) v = v(m do + vdm) = mv dv + v2dm. 


Aus der Gleichsetzung folgt c? dm = m v dv + v? dm. 
Trennung der Variablen und Integration führt zu 


dm _ vdv 
ce —_ 22 PEN Ye’ 


Die Tolssrakion ist mit der Bedingung auszuführen, daß für v = 0 die 


Masse m = m, ist. Mit.der Substitution von c? — v? = z, also de = 2v do, 
ist-die a leicht ausführbar. Es ist 


1 wi a. 
Inm — nm = — zin(e 9) +ne= Ih 1-7 ; 


also schließlich 


m = 


“ Hinweis: Am kürzesten ist der Weg über das Additionstheorem der Ge- 
schwindigkeiten en 4.1 bis 4.4). 
Aufgabe 4.18. 


Es soll die Energie einer Masse bestimmt werden, die sich mit der Ge- 
schwindigkeit w und dem Winkel 9 zur positiven x’- Achse gegenüber einem 
System 8’ bewegt. 


Lösung: 


Man wendet das Additionstheorem der Geschwindigkeit a an und substi- 
tuiert: 


ist außerdem v = 0, so erhält man die Ruhenergie E= m, = E,. 
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Aufgabe 4.19. _ 


Es soll die Transformationsgleichung für die zeitliche Massenänderung auf- 
gestellt werden. j 


Lösung: ö 

Die zeitliche Massenänderung kommt auf Grund einer Geschwindigkeits- 
änderung (Beschleunigung) zustande. Man bildet die zeitliche Ableitung 
der allgemeinen Massen-Transformationsformel und erhält 


dm dm. vr dd 
ee FT 

Et, di  Usv de Se ! 
I 


Aufgabe 4.20, . 

Elektronenbeugung und Massenveränderlichkeit. 

Es soll dargelegt werden, wie man mit Hilfe. der de-Broglie-Beziehung 
A = h/m v entweder die Größe h oder die Beziehung (A.23) bestimmen 
kann. 


Lösung: = 

. Beim Durchgang von Elektronenstrahlen der Geschwindigkeit » durch 
Metallfölien beobachtet man Beugungsringe, aus deren Durchmesser man 
die Materiewellenlänge A bestimmt. RT 

Man variiert v.und erhält, wenn h aus anderen Versuchen bekannt ist, das 
Ergebnis, daß sich m mit der Geschwindigkeit ändert. 

Die Größe u 


bleibt bei allen Geschwindigkeiten v (und zugehörigen Wellenlängen Fr) 
konstant. Das bedeutet, daß.sich: die Größe.m in-h =A v.m wie-(A.28).- 
ändert. 2 ie 


Aufgabe 4.21. De u: 

Es soll experimentell gezeigt werden, daß die elektrische Ladung g eine 
Invariante ist. Bei (@/m)-Messungen ist allein. m veränderlich mit », nicht 
aberg. de z 

Die spezifische Ladung 
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(z.B. von Elektronen) wird mit. zunehmender Geschwindigkeit kleiner. 
Die ermittelten (q/m)-Werte bestätigen die Massenveränderlichkeit (A.23). 


.. Jedoch wird meistens nur eine Plausibilitätserklärung gegeben, daßg = 9 


unveränderlich bleibt, d.h. nicht von der N a ist. 


Lösung: 


Experimentell wird die Unabhängigkeit der Ladung q von der Geschwin- 
digkeit der Teilchen mit Hilfe der Interferenzen von Materiewellen be- 
stätigt. Die de- -Broglie- Wellenlängen-Beziehung A = h/mv erweist sich 
als gültig. 

Aus gvB= m vr folgt Br = m v/g. Man löst beide Gleichungen nach 


, m v auf und setzt gleich; dann folgt q = nn ir 


Man läßt B unverändert, ‘also %/B = const, und schießt in das Magnet- 
feld geladene Teilchen (z. B. Elektronen) mit unterschiedlicher Energie 
. ein. Dieser Energie entspricht eine bestimmte Wellenlänge A. Man mißt 
den Krümmungsradius r und bestimmt die jeweiligen Produkte 1/Ar. Für 
alle Energiebereiche findet man q = const, unabhängig von der Geschwin- 
digkeit (bzw. Energie) der Teilchen. 


Aufgabe 4.22. 


Bestimmung der spezifischen Ladung elm, tur Elektronen mit dem Faden- 
strahlrohr. 

‚In einem evakuierten Rohr. werden Elektronen glühelektrisch freigesetzt; 
sie beschreiben, wenn das. Magnetfeld senkrecht zur Richtung der Ge- 
schwindigkeit orientiert ist, eine Kreisbahn. Zwischen Katode und Anode 
werden die (gebündelten) Elektronen durch die Spannung U beschleunigt; 
die Elektronen, die die Anode durch eine Öffnung passiert haben, bewegen 
sich dann mit der Geschwindigkeit v. Nach klassischer Rechnung folgt aus 
eU = mv2]2 und m vr =evB die Beziehung e/m = 2 U/B?r2. Da sich 
aber die Masse mit der Geschwindigkeit ändert, gibt man für spezifische 
Ladungen exakt den Wert e/m, an. 

“Wie lautet die exakte (relativistische) Gleichung für ejm,? 


Lösung: 
Man geht von der Gleichung (A.21) und 
P\ : er 
LE ==evB ‚ (A.25) 
= 
yı == 
. 02 B2y2 c2 


aus.. Mit a ”) 'erreehnet man vo? — mMoreBn 
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und substituiert diesen Wert in (A.21) PL 
eÜU 2 e? Bar? 
Be 


Mg m, c® : 
Die Auflösung dieser Beziehung rt zu der exakten drum 


e 2U we 
ne. | (A.26) 


Nur wenn U2/c® <.B? r?, gilt die klassische Beziehung 
e 2U 


IB BE ra" 


Stellt man den Radius der Kreisbahn in Abhängigkeit v« von U und B de 
so ergibt sich aus der exakten (relativistischen) Beziehung (A.26) 


ı 23U. U% 
Frel = 3m + = 


und aus der klassischen Beziehung 


J 3U. 
u em. 


_ Das klassische Kerpeben entspricht für kleine U-Werte der exakten Glei- ur 


chung. 


Hinweis auf andere Lösungsmöglichkeiten : 


1. Man macht Gebrauch von der häufig mit Vorteil andwandenden Sub- 
stitution: 


(A.27) 


Aus der Gleichheit von Radial- und förehin: Kiaft 


a: 
"r=eoB 
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findet man v = (1/m) e Br, d.h., 


e 
: —Br 
5 _ p2 En 
call 1 18 eBr— “0 P 
1 1 Fan)’ 0 1 Pain 
E, E, 


Durch Umformung findet man als Zwischengleichung 


e 1 3 
m MmeoBr Bram (Buta +2 mo 


und daraus = 
Ein . 


c2 


e? Br? — 2 my Erin + 


. bzw. 


2. Schließlich kann man von dem allgemeinen Einergie-Impuls-Satz 
PC = YErın (Bun + 2 8,) eg 
ausgehen, worin man für den Impuls 9 ='e Br substituiert. 


Auflösung ergibt die gesuchte (e/m,)-Beziehung, was man unmittelbar- 


aus (A.28) erkennt. 


"Aufgabe 4.23. 


Berechnung der relativistischen Korrektur bei der (e/m)-Bestimmung für 
Elektronen im longitudinalen Magnetfeld. 


Lösung: 

Die spezifische Ladung e/m des Elektrons kann man nach der Methode 
von H. BuscH durch Fokussierung im magnetischen Längsfeld bestimmen 
(s.z. B. Insere: Physikalisches Praktikum. Leipzig. 1967, 8.340). Die 
Elektronen bewegen sich in diesem Fall im allgemeinen äuf Schrauben- 


(A.28) 
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bahnen; die Geschwindikeit wird in eine senkrecht (v|) at eine 
parallel (vj) zum Magnetfeld gerichtete Komponente zerlegt. Aus dem 
- Gleichgewicht zwischen Lorentz- und Radialkraft 
mv au 

r 


ev, B= 


v 
I „also 


eB 2 
es 1-5 
eG Br 


folgt für den Bahnradius r = m 


Für die Umlaufsdauer T eines Elektrons erhält man T = zu 2 ,‚ also 
p_2am 1 __M 
eB v2 Fr 
ae = 
* T Mg ” 
wobei 7, = eB ist. 
Mit I = (1 + = findet man 


wobei Ein = e U und E, = m, ? ist. 

* Die Umlaufsdauer 7 ist nur für kleine Gerchwindigeeiten vZc von der 
Geschwindigkeit unabhängig: T=T,. 

Der Punkt, in dem die Elektronen nach Drschlänten eines vollen Kreises 

. fokussiert werden, ‚Hept um ‚die Strecke l vom Ausgangspunkt entfernt: 


Die Geschwindigkeit v der (monoenergetischen) Elektronen ergibt sich 
für die anliegende er aus (A.27). 


Somit DE schließlich 1 = 2, T = u — ar +7 + un) 


um © 
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und nach Quadrieren.. 


PR= rem +07. 


Auflösen nach e/m, führt zu 


e su 


| 2 
Die. klassische Formel ergibt sich für kleine U, wenn B? 1% >% ist: 


e 8mMT 


ne I ; die relativistische Korrektur ist also durch den Ausdruck 
() Da : 
Am: =} gegeben. 


\ 


Im obigen Lorentz-Faktor yı — = ist stets zu ersetzen ? = v) + vj. 


Aufgabe 4.24. 


In vielen Fällen ist es zweckmäßig, auftretende Größen auf Exn/E, als 
Variable zu beziehen, wobei Eyxmn die relativistische kinetische Energie und 
E, die Ruhenergie eines Teilchens (m, + 0) ist. Es ist nun zu zeigen, daß 
folgende Beziehungen gelten: 


er =1+ Pin = u = Ze (relative Teilchenmasse bzw. 


= Yy 1 v relative Gesamtenergie); 


Urs = (Erin/Eo)? + 2 Ern/Eo (relative 
© v2 


+ Einf Teilchongeschwindigkeit) ; 


nr ai "Ge +2 ee Pe En (relativer TeilcheHinpulh): 


r 


Zabinmenhang zwischen le, und Impuls: 


E2 = ER? + p2 o& bzw. DR (En + Eu): 
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Lösung: 
Für die Herleitung werden allein. die Gleichungen 
ge Mo 
v2 


nn 


E= me? = my e? + Em = E, + Exin 

und 
2 pP=mv 
benötigt. Die obigen Gleichungen haben den Vorzug, daß sie ni alle Teil- 
chenarten (m; + > gelten. Zweckmäßig setzt man Brun/B, = 


Aufgabe 4.25. 
Es soll graphisch dargestellt werden: 


Be (en) wa ®- ) 


Lösung: 
Abb. A.8 und Abb. A.9. - 


7.02 0* 06 Kin or 02 ı 102 * w6 a 


10+ 0? 
er Eg 


Abb. A.8 ° Abb. A. 9 


Aufgabe 4.26. 


Man berechne für den exktem:relativistischen Bereich. die zu einer "ge- 2 

gebenen Massenänderung m/m, gehörende kinetische Energie. a 

Des weiteren ist anzugeben, bis auf welchen Bruchteil sich ein Elektron 
von: Exn = 10 GeV der Pie Tesschnn ale genähert hat. 
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‚Lösung: 
Au -— =] -+ folgt allgemeingültig Bun = (= _ ı) Es: 
m Mg 
Im extrem-relativistischen Bereich ist ie >1, also 
e E 0 & 
Exin rn Fr . . (A.29) 


Für 7 = N gilt im extrem-relativistischen ‚Bereich 
mo Y@—68)6 ö) 6 


9-1 -.x3, also I 


yayı —vfe 5 
Aus (A.29) folgt damit 

ES 

y2yı —ole 


Erin 

und schließlich 
le: ev [EV 

E E a P) Frin . 


Für Elektronen ergibt sich mit E, = 9 su. 108 eV daraus die Zahlenwert- ° 
gleichung 


1-— vJe =|1 3. 104 (EinfeV}?. 
Mit Ex = 101% ev erhält man schließlich 


1-2=13:10*. 
i [0 


Für die relative Massenzunahme erhält man 
mi. Li. Pr 


M Ayı-ı an 10°  yB6. 10-% 
7 | 


Aufgabe 4.27. 


Man berechne für den etrenrelativistischen Bereich die Massenveränder- 
lichkeit und gebe für m/m, = 50 an, bis auf welchen Bruchteilö = 1 — v/e 
die Lichtgeschwindigkeit erreicht wird. 
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Lösung: 
Aus Gl. (4.27) folgt 


1 _.» _ 1 fme\®? 
ce 2 \m 
und mit m/m, = 50 
1-72 2.10. 
[#7 


Aufgabe 4.28. 


Aus den Transformationsformeln für Energie und Impuls soll die Bezie- 
hung für die Massenveränderlichkeit gefolgert werden: 


“ Lösung: 
v 
Ej®— Dr 


mt; ne, ; (A.30) 


Mg 


erhält man zunächst mit Bj = m 


2 _ MU — mv mu, — ®) 


Ve 


Unter Beachtung der- Geschwindigkeitstransformation für u, = 3: 25) 
wg wieder (A.30) und damit (A.23). 
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5, Massendefekt und Bindungsenergie 


Aufgabe 5.1. 


Es ist allgemein anzugeben, wie man a) den Massendefekt Am und b) die 
Bindungen 2 E eines Atomkerns berechnet. 


Lösung: > 

a) Am = 3 mp + N Mn — me; 

wobei m, die Protonenmasse; m, die Neutronenmasse und mx die Masse des 
Atomkerns bedeutet. 


Die Masse des Kernes ist also kleiner als die Massensumme seiner Bau- 
steine. 


b) DE A mec:, 
= ((3 My Rn S& My) - = mg) c2 
Aufgabe 8. 2. 
Es ist der Massendefekt eines Deuterons zu berechnen und euben 


bei welcher Energie von y-Strahlen der Kernphotoeffekt beim Deuteron 


auftritt. 


" Lösung: - 
Das Deuteron ?d ist der Atomkern des schweren Wasserstoffes der Massen- 


“. zahl 2. Dieser ‘Kern besteht aus einem Proton p und einem Neutron n. 


Um den Massendefekt des Deuterons Ama zu erhalten, ist von der Summe 
aus Neutronen- und Protonenmasse die Masse des Deuterons!) zu subtra- 
hieren: 


My 1,6726 . 107229; m, = 1,6748 - 10-22; ma = 8,3435 - 10?:g, 
ma = (My + M,) — ma = 0,39. 10°% g. 


Diesem Massendefekt entspricht eine Bindungsenergie des Deuterons von 


Eg = Amy ce? ='2,19 MeV. 


- Unter dem Kernphotoeffekt versteht man einen (y, n)-Prozeß, d.h. das 
Ablösen eines Neutrons aus einem Atomkern durch ein y-Quant. Die 
y-Quanten müssen (mindestens) dieselbe Energie. wie die Bindungsenergie 
des Neutrons aufweisen, damit der (y, n)- Prozeß ablaufen kann, im Falle 
des Deuterons also 


vzHh= = 2,19 MeV. 


Das entspricht einer Frequenz von » = 5,33 - 10% si bzw. einer ‚Wellen- 
länge von A = 5,63 - 10°!! cm. 


1) Die Kernmasse wird z.B. mit Hilfe eines Massenspektrographen bestimmt, 
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- Aufgabe 5.3. 


Es ist die Bindüungsenergie eines Alphateilchens (Helium-Atomkernes) zu 


‚berechnen. 


mp 1,6726. 10°27kg; mn 1,6748 :10"27kg; m, = 6,643 10”27kg. 


Lösung: 


Der Helium- Atomkern der EN, 4 besteht aus 2 Protonen und 
2 Neutronen. Der Massendefekt ergibt: sich wie folgt: 


Ampe = 2 (m, + Mn) — Mne} Ama - =5, 01. 10-28 8; 
Eye = AM 6 = 28,14 AV: 
Aufgabe 5.4. 
Es soll die Energiebilanz für die Kernreaktionen a) “N (a,p) 7O und 


»b) zLi.(p,&) 3He_ quantitativ bestimmt werden (mit Hilfe der einfachen 


Q-Gleichung). Als -Q-Wert bezeichnete man früher die Wärme- oder 
Energietönung einer Kernreaktion. 


Lösung: 
0) Reaktionsenergie (mux ea Miye — (Mu + m5)) = 95 
Q = — 0,00121 mı 2; = — 113 MeV. 


- (Atommassenkonstante Mm = 1,660277 : 10-2 kg). Die Reaktion ist endo- 
- therm. 


b) Q = 0,01854 mu 0; Q = 17, 25 MeV. 


Die Reaktion ist exotherm; sie kann bereits mit 10- keV- Protonen aus- 
gelöst werden. 

Die Reaktion wird ausführlich wie folgt geschrieben, wenn die Nuklid- 
symbole die Kernmassen bedeuten: 


Li +3H = He + 17, N, 
Aufgabe 5.5. 


Es soll die Spaltungsenergie des 85U.Kernes berechnet werden. 

Lösung: 
a) Die Bindungsenergie je Nukleon beträgt für Uran-235 2,» 7,5 MeV und 
für die entstehenden Spaltprodukte (je Nukleon) Es » 8,4 MeV. Es er- 


gibt sich eine Diferenz von 0,9 MeV; das bedeutet bei den 235 Nukleonen 
des #5U: 


Ba = 0,9 MeV : 235 = 212MeV. 
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b) Die Energie kann auch abgeschätzt werden unter der Voraussetzung, 
daß die freiwerdende Einergie ausschließlich in Form der kinetischen Enner- 


gie der Spaltprodukte i in Erscheinung tritt. Diese Energie ist gleich der 


elektrischen Energie im Augenblick der RE 


2 2, e2 
ru ntn) 


für die Spaltprodukte 5 “Sr und 10Xe berechnet man die Kernradien nach 


r= 14.107122 com. ya und findet E & 214 MeV. (Z Kernladungszahl, 
A Massenzahl). we 


Aufgabe 5.6. 


a): Man-berechne‘die Energie (in MeV und kWh), die einem Massendefekt 


von Am = 1 g entspricht. b) Wieviel Gramm 2%5U müssen gespalten 
werden, damit ein Massendefekt von Am = 1 g entsteht, wenn der Aus- 
beutefaktor 7 = 1 angenommen wird? c) Wieviel Kilogramm Kohle 
müssen verbrannt werden, damit Am = 1 g entsteht? Wie groß ist der 
Massendefekt bei der Verbrennung von 1 kg Kohle? 


Zösung: ; i ee 
a) E=Amc?; Am—=1g, also E —= 25 : 10° kWh bzw. E = 56,7 - 102. MeV. 
b) Bei 100%jiger Spaltung von 1g 23577 (pro Kern 195 MeV) entstehen 


. 6,02 - 102 = 
106 ag 4,42 - 10° kWh = 22,1. 10°kWh.!) Damit Am = 1g 


entsteht, müssen 1100 g %5U gespalten werden. Nach der Spaltung be- 
trägt die Masse der.Spaltprodukte 1099 8; Am = 1 g ist als Energie- 
äquivalent in Erscheinung getreten. 

2 1 kg 235U 2. 2500000 kg Kohle; diese Menge entspricht etwa Am = 1g. 
: Bei Verbrennung von 1 kg Kohle NS der Massendefekt demnach 


1 
7 
Am=z7, we 4-10" g. 
- Aufgabe 5.7. 


Wie groß ist der Massenverlust der Sonne in einer Sekunde ? Wie groß ist 
‚demnach (theoretisch) die zu erwartende Lebens- oder Strahlungsdauer ? 


1) Ein Teil der Kerle wird in Form von Strahlung nach der Spaltung 
freigesetzt, ein anderer Teil durch Neutrinos fortgeführt, so daß- pro: Spal- 


tung etwas weniger als 200 MeV (im Mittel) als kinetische Energie der spe 


produkte frei werden. 
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‚Lösung: 

Man mißt die sekundliche Energieabgabe der Sonne: In der Entfernung 
Sonne/Erde ru 150 - 10°km gelangt auf 1 cm? der Erdoberfläche in 
jeder Minute eine Energie von etwa 2 cal; das ist die Solarkonstante: 
K = 2 caljem’min. Die gesamte Kugelfläche im Abstand r würde dem- 
nach insgesamt eine Strahlungsleistung von X -4nr?=2:4n-1,5°x 


x 1028. 5 cal s-! erhalten. In einer Sekunde werden also 3,94 - 108 Joule 


abgestrahlt (1 cal = 4,19 Joule = 4,19 Ws). Aus #2 = 4m =3, 94 . 1026 
Joule folgt, daßi in jeder Sekunde ein Massenverlust von Am = 44 .10°%% 
eintritt. 

Der Massenverlust pro Jahr ist 1,33: 101%: Die Masse der Sonne ist 
1,94 - 10% g = 1,94 - 1027 t. Rechnet man mit der Tatsache, daß von der 
Gesamtmasse nur 50%, Wasserstoff für:die fortlaufende Energieerzeugung 
zur Verfügung stehen, so ergibt sich eine Lebensdauer von rund 


1,94 » 1027 t 
1,33 - 1014 £/a 
(1 Billion Jahre). 


Aufgabe 5.8. 


Wie viele Wasserstoffkerne sind bei dem auf der Sonne stattfindenden 
Fusionsprozeß erforderlich, wenn ein Massendefekt von Zm =1g (ent- 
sprechend 25 - 10°kWh) entstehen soll ? Der Ausbeutefaktor sei 100%; 

Man vergleiche diese durch H-Fusion freigesetzte Energie mit derjenigen, 
die durch Spaltung von #5U entsteht (Aufgabe.5.6.). Der Vergleich ist auf 
die jeweilige Ausgangsmasse zu beziehen. 


.0,5» 10a 


Lösung: 


Es werden 146 g H in 145 g He + 25 10° kWh verwandelt. ; 
Hingegen gilt bei Uran: 1100 g *5U — 1099 8 Spaltprodukte En 25 . 10° 
kWh (s. Aufgabe 5.6.). 

Der Fusionsprozeß ist — auf die Masseneinheit bezogen — etwa 8mal so 
energiereich wie der Fissionsprozeß.. 


6 Hochenergetische Teilchen 
im magnetischen und elektrischen Feld 
Aufgabe 6.1. 


Zur Feststellung der Geschwindigkeits- bzw. Energieverteilung einer Beta- 
strahlung (Bestimmung des Energiespektrums) wird .die Strahlung im 
Magnetfeld (B) aufgefächert und aus den unterschiedlich stark abgelenkten 
- Komponenten der Radius der Kreisbahn ermittelt. 
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Sr ein serie EN ER RE ERASEEDERISERRESSÄEEERIEN RE en 


a) Es soll der Zusammenhang zwischen s s und r (s. Abb. A.10.) bestimmt 
werden. b) Wie ermittelt man aus r die Geschwindigkeit. v bzw. die 
Energie Eyn? Bei Betastrahlung muß in. allen Fällen relativistisch ge- 
rechnet werden. 


Pe 


Abb. A. 10 


t B-Sfrahlung 
B senkrecht zurZeichenebene 


2 Lösung: 
a) Man legt an die Kreisbahn die Fangonte und findet 


r.yr SE-r+llta, 


3= 


yr _R 
. Die Auflösung nach r ist kompliziert. 1) Wenn > > R unda ge List, 
tra 
.8 


b) Aus 2 = 3% und (A.23) findet man die Geschwindigkeit 


eg u; (A31) 


und die Energie 
Erin = Mg ®(} i+@2Y-ı). "  (&.32) 


2) Am’einfachsten geht man so vor, daß man's = f{r) für die Parameter und 
berechnet und aus der Tabelle der zugehörigen r- und s-Werte bzw. aus der 
graphischen Darstellung den Radius r.3u8 dem gemessenen 8- -Wert be- 
stimmt. 
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Durch Reihenentwicklung stbeben sich.der klassische 2 c>eBr) und 
der extrem-relativistische (mo, c<ZeB n) Fall. 


Für v folgt 


. we 
klassisch: v”=—Br, 
Mo 


2\eBr 
Für Ey ergibt sich (A838) 


klassisch: ee Bis een, 


= 
extrem-relativistisch: 9 = c Ih I ( ki ) ] 


1 2 \ 
extrem-relativisisch: Ein=eBrc+ % es Bu = 5 


2eBrc 
RE N (A.34) 


Aufgabe 6.2. 


Es sind.die kinetische Energie Ken und die Geschwindigkeit v von Elek- 
tronen- oder Betastrahlen (Ladung g = e) zu bestimmen, die in einem 


‚senkrecht zu ihrer Geschwindigkeit wirkenden Magnetfeld (B) eine Kreis- 
bahn (Radius r) beschreiben. 


Lösung: 


a) Für die kinetische Energie Hy gilt (A.21). 
Aus der Relation Lorentz-Kraft = Radialkraft mit sin (r.B) = 1 folgt 


ev B= mv/r, wobei m = mojyi- — 2? ist; damit re et man . 


v=—_ \ı=2.Br. > 2 (A.88) 


Man bildet v2/c? und substituiert in (A.21); dann folgt daraus (A. 32). 


b) Für v erhält man durch Messung von B und r (mo und c sind bekannt) 
aus (A.35) die Beziehung (A.31). 


6) ae ee 


. Damit istalso 


ar: YVEcn (Ein + 2 me) (A.36a)- 
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oder 
_Mg6 5 5 er Se 
= „+27, “ (A.36b) 
wobei . 
—_ Pxin 
N Fer E, 
ist, 


Die Gleichungen (Ast 368) und (A.36b) sind identisch. 
Für En <2 my c* folgt der klassische Wert 


MV A) 


EB 


Di 6. 3. 


Man berechne die Geschwindigkeit v und die kinetische Energie Erin von - 
Teilchen der spezifischen Ladung g/m, die in einem homogenen magneti- 
schen Feld der Kraftflußdichte B = 0,084 Vs/m? eine Kreisbahn mit gm 
Radius r = 0,03 m beschreiben. Für Elektronen gilt: 


1-2 _ 176. 10U Ckgt. 
Mm Mg 

Lösung: 

Aus (A.31) folgt v=ß, 827 c. 


. Aus (A.32) folgt 
As 0,084Vs:0,03m\? _\) 

a AV: ı1 FERIEN ar B 

Bun — 0,511 MeV (Yı+(ı ‚76. 10 kem?.3. 108 =E ) ; 


Exm = 0,511 MeV‘. 0,781 = 0,4MeV. 


x 


Aufgabe 6.4. 


Die Gleichung zur Berechnung der kinetischen Eneipis es Hickkionen aus 
den Meßwerten für Br (in Tesla - Meter) soll als Zahlenwertgleichung 
geschrieben werden. Aus den in der folgenden Übersicht gegebenen 
Br-Werten soll die Energie der Elektronen in MeV sowie die Geschwin- 
digkeit v in ur und die Größe $ = v/c berechnet werden. 


1 Vvs_ Iikg.. 
m? As? 
2 
aus 1 Ws = 1Joule = 1 VAs, 1 Joule =1 kg oder 1 VAs= 
8 
1 Tesla = 10° Gauß. 


BE Die Maßeinheiten khrsen sich heraus, da 


— 1 m; das et sich 
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Lösung: 


Aus (A.32) erhält man 


= VER EEE DEE 
nn + 1051 ——_— — = . 
MeV Ö, 511 (Vase 10 (ma -) 2 1 ı) 


Br=Zv Be; ee B= vje 
10->Vsm-2. MeV 108 ms! 
2,60 0,420 2,565 0,855 
3,76 0,726 2,745. 0,915 
4,78 1,01 2,850 0,950 
6,04 1,87 2,884 0,968 
116. .: 1,71. 2,928 0.976 
Aufgabe 6.5. 


Elektrisch geladene Teilchen, die senkrecht zu der Feldlinien i inein homo: 
genes magnetisches Feld B eintreten, beschreiben eine Kreisbahn mit dem 
Radius r. 

Für die Darstellung des physikalischen Sachverbaltes ist die Gleichung 


He et 
1-P? 5 

nützlich. 

a) Die Beziehung für r B ist herzuleiten. 


 b) Esist die Konstante C für Elektronen, Protonen und Alphateilchen zu 


berechnen. 


‘c) Esistr B= = iv) bzw. r B= = f(v/e) a für die i in d) genannten 


Teilchen darzustellen. 


Todung N 


..a) Aus m or =gBevfogt 


rB=T0- Meß re 
41 af-Be gi 
rB=0—L_ 5 , wobei 0-7. 


yı—p 
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-b) Für Elektronen ist 0, = 1,7: 103 Vs/m; für Protonen ist C, = 1836 O,; 
für Alphateilchen ist O0, = 2 C,. 


c) s. Abb. A. 11. 
Br Äh Br 
10°Vsm' Vom! 
260 13 
240}: 12 
220 
200 % 
s 180 ss 
S I 
Ss 160 188 
S X 
S 1 TS 
S 120 6 
n 
a 100 H5 
2 * Prof: 
rolonen < 
60 73 (klassisch) 
40 2 
20 4 Elektronen j 
(klassisch) Abb. A.ıl 
0 
Aufgabe 6.6. 


Es ist die relativistische Bewegungsgleichung eines geladenen Teilchens 
aufzustellen, das sich in einem statischen homogenen elektrischen Feld 
bewegt, und zu zeigen, daß sich im klassischen Fall v <c die Gleichung 


einer quadratischen Parabel ergibt. 
Im allgemeinen Fall ergibt sich als Bahnkurve die Catenaria. 


Lösung®): 
Das elektrische Feld [€] habe die Richtung der x-Achse. Die Bewegung 


verläuft in der zy-Ebene. Die Bewegungsgleichungen folgen aus dem 
Ansatz für die Kraft F 


F, = Dr = el; F,=%,=0. 


!) Vgl. auch Lanpav, L. D,, und E. M. Lirscurrz [1.37.], 8. 56. 


_ für die x-Komponente v, = 


- Die us liefert: 
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° Hierin ist |&| = U/d. Durch Integration folgt 


=elljt wd m=P- 


- Zur Zeiti. = 0 verschwindet p,, und p,ist der Impuls zu an Zeitpunkt. 


Die Energie des Teilchens vor dem Eintritt in den Kondensstor ist 
= mare. 
Diese Tnrgi erhöht sich im elektrischen Feld mit der Zeit t 
= Math rCellit- VRR + el; 


hierin ist EZ, die Energie für i = 0. 
Für die Geschwindigkeit eines Teilchens gilt allgemein v = p c2]E und 
dejEit 


FT VER + (ce Ei t)* " 


— er VER + (ve 1E11)% 
= 5 Er + (ce l&| + const. 


- Die Konstante ergibt sich aus der Anfangsbedingung, daß für. t= 0 auch 


x = dist, zu 


E 
const = — => 
Durch Integration von 
| dy 2 Pi 2% 
u BT YmrCelem 
erhält man 
1-2 (SR) Hm 


“ wobei die EN Sieieh Null ist, was aus der Kuabe 
- bedingung folgt. 
. Eliminiert man aus x und.y die Zeit i, so erhält man als Gleichung der 


Bahnkurve die Catenaria (Kettenlinie) 


e j&ı Po 


“ Für die numerische Berechnung setzt man PR = Yan (Erin +2B8,). 
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Eine Reihe von ausführlichen Beispielenzu Ablenkungen imelektrischenund 
im magnetischen Feld mit Vergleichen zwischen den klassischen und relati- 
vistischen Resultaten lassen sich in weiteren Übungen leicht berechnen. 
Entwickelt man den Ausdruck für x in eine Reihe, so ergibt sich unter der 
Bedingung v Zc in erster Näherung für die Bewegung einer elektrisch 
geladenen Partikel im homogenen statischen elektrischen Feld eine qua- 
dratische Parabel. Mit IR 


Pr ne 
Tee wobei kl<o, 


folgt : & 6% 
LER I a 
2 (1 B Fr + ı), 
und mit Do = my v erhält man schließlich daraus für den klassischen Fall 
el&i: , IE Be s 
re oder rn 
bzw. is Fe # 
= est 2 = L 2 
Tl 45 Yy oder : Til ED, 3° . 


U,und U, bedeuten, daß sich e U, auf die E,,., des Teilchens (ursprüngliche 
 Bewegungsrichtung) und U | auf die Kondensatorspannung beziehen. 

Aus dem klassischen Fall kann man nicht etwa einfach auf den relativisti- 
schen Fall durch Substitution von (A.23) schließen, da e U, = m v2]2 die 
relativistische Verallgemeinerung (A.21) verlangt. j 
Die klassische Formel für die Bahnkurve folgt aus = = a 12/2 mit 
a = |Eje/m und i = x/v, wobei v — Y2 e Um. 

Die Begrenztheit ist aus dem Kraftansatz mit der konstanten Masse er- 
sichtlich; v ist hier nur gültig für kleine Geschwindigkeiten gegenüber der 
Vakuum-Lichtgeschwindigkeit. 


Aufgabe 6.7. 


Für die Protonenbewegung in einem Zyklotron sind die Gleichungen für die 
Umlaufszeit 7 und die Winkelgeschwindigkeit o aufzustellen und zu dis- 
kutieren.. ee 


Lösung: : 
Der Vektor B des Magnetfeldes steht senkrecht auf dem Vektor » der- 


Geschwindigkeit, so daß die Protonen eine Kreisbahn mit dem Radius r 
“beschreiben: = 


i nd 
ABS ur 
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Die Zeit 7’ zum Durchlaufen einer Kreisbahn 2 x r ergibt sich zu 


2nr 2Znm 
vo gqgB' 


Das bedeutet: T erweist sich als unabhängig von r und v. Bei zunehmen- 
dem Bahnradius und wachsender Geschwindigkeit bleibt die Umlaufszeit 7’ 
des Protons unverändert. 

Das gilt jedoch nicht für beliebig hohe Energien! (Für die Beschleunigung 
von Elektronen ist das Zyklotron ungeeignet.) Man erkennt aus 


2 1 
(ae + 1) : 


Mc 


—cC 


| daß bei gleicher Beschleunigung eU = E,m die Elektronen wegen ihrer 


etwa 1836mal so kleinen Ruhmasse eine wesentlich größere Geschwindig- 
keit als die Protonen erreichen. Das bedeutet, daß für Elektronen bei 
gleicher Energie der Massenzuwachs wesentlich größer ist als für Protonen. 

(Siehe auch die folgende Aufgabe.) 

Bei hinreichend großen Energien macht sich auch im Zyklotron für Pro- 
tonen die Massenveränderlichkeit bemerkbar, so daß die Beziehung 


T=2nm/gB (für konstantes m) nicht mehr gilt. Die Berücksichtigung . 


der Massenveränderlichkeit (A.23) führt zur Konstruktion des Synchro-: 
zyklotrons, in dem die Protonen auf noch höhere Energie sebach) werden 
können. Exakt gilt 


mo ZIMg . ex To BR me 


v2 ya | qB “ 
ını-% Yı-3- | 


Die Kreisfrequenz beträgt ® = 2 r/T: _ 


Y 
o- Leyı-%. 
Mg c 


Das bedeutet, daß mit wachsender Geschwindigkeit v — also mit zuneh- 
mendem Radius r — die Umlaufzeit des Protons ständig zunimmt. Soll 
die Umlaufzeit konstant bleiben, so könnte das durch ein Magnetfeld 


va 
BiV/l— z= const 
c 


erreicht werden; dieses Feld müßte dann mit wachsender Geschwindigkeit 
des Protons zunehmen. 
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Die Lösung des Problems des Synchrozyklotrons fanden unabhängig von- 
einander WEXSLER in der Sowjetunion und MoMıLLAnN in den USA: ein 
frequenzmoduliertes Zyklotron (= Synchrozyklotron). 

Die Gleichung für die Umlaufzeit kann auch mit m = m, (l + BuunlBo) 
wie folgt beschrieben werden: 


Hierin kommt folgender Sachverhalt zum Ausdruck: Für kleine kinetische 
Energien Eyn/E, 1 ist T stets konstant, unabhängig von der Geschwin- 
digkeit.- Bei wachsender Energie wird die Umlaufzeit trotz größerer Ge- 
schwindigkeit nicht kleiner, sondern größer! Das mag überraschend er- 
scheinen, erklärt sich aber durch die relativistische Massenzunahme und die 
damit zusammenhängende Zeitdilatation ; dadurch nimmt der Bahnradius, 
also auch der Umlaufweg 2 x r schneller zu als die Geschwindigkeit. 

Ohne, Kenntnis der relativistischen Zeitdilatation wären keine Experi- 
mente. der Hochenergiephysik möglich. 


Aufgabe 6.8. 


In einem (Synchro)- Zyklotren werden Protonen auf v = 0,8 c beschleu- 
nigt. 

ns Differenz der Umlaufzeiten 7” — T würde Se bei fehlender Syn- 
chronisierung für den letzten Umlauf auf Grund der Massenzunahme er- 
geben ! 

Es sei B=1Vsm” = 1 Tesla. ee i 
Wie groß ist die erreichte Endenergie ? 


# 
Lösung: 
5 yı Pr} 3 
& 
27m e># 
= gB —= 6,56 - 1078, 
, v2 3 
aa 
3 


At=t—t = = 4,37. 10735. 
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Die Protonen hätten eine Verspätung von 2/3 der Umlaufzeit; sie würden 
also „aus dem Takt“ geraten und nicht mehr durch das hochfrequente elek- 
trische Wechselfeld zwischen den Duanten beschleunigt werden können. 
Aus diesem Grunde ist eine Synchronisation erforderlich. 


RS WER 
a 

| \ı-: 

Ey = 625 MeV. 

Aufgabe 6.9. 


In einem (Synchro)-Zyklotron werden Protonen beschleunigt. 
Magnetfeld: B = 1 Tesla, Spannung zwischen den Duanten: 10% Volt. 
Radius der Endbahn: R= 5m. 

. Es sind zu berechnen (klassisch und relativistisch): 


a) Die erreichte Endenergie und die Geschwindigkeit. 

b) Die Kreisfrequenz & für den Protonenumlauf und die Zeit 7 für einen 
Umlauf. Es ist zu zeigen, daß v und » vom Radius abhängig sind. 

ce) Die Strecke, die die Protonen auf einer spiralartigen Bahn bis zum Er- 
‚reichen der Eindenergie zurücklegen. 


‘ Endenergie: Eym = My 2 


— 1 = 938 MeV(5/3—1), 3 


Lösung: : we 
a) "Ev Ymarpe— me; Md=(eBRo). 
Wer e2: B2 R? 
Em = 832 MeV (klassisch: 2, = an 1200 MeV). 
5 ö 
1 
b): = ae N 1 Gage 
w == ER 0,845 3.10 s1= 5,07-107 01; T= an = 1,24. 1078 
RB 5 Re [n) 
(klassisch: v%. = 5,93 - 105 Y1200 ms“! = 20,6 - 101 ms’! > c!) 
B 
vr) = z a(r) er 
N m + ee m: + Fz 
Pe eBe 
Tr) = o(r) 3 ar) = Er) ' 
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c\) Pro Umlauf gewinnt das Proton die Energie 2eU,. 


Zrm(?) s eB’r? az — e Berdr 
2eU, m U, 2m U, 


Klassisch: Z(r) = 


. Die gesamte Strecke 8 ergibt sich durch 


R R Ge 
me Bir 
Sa [Darda- (er 
ö ö 
neB*R 
Sa = ImT, —= 25250 m 
Einf) My ec? .e Br 
Relativistisch: Z(r) Ie U, . Bed. we 1 
az. e Ber 
dr 2 
2m, 0, 142) 
oe 
R R u N 
| 
fi) md. 1 +{ + = = 
My € 
Man substituiert Br wi r= Mtz: dr — 0° 4 
My € eB eB 


Sa = 3 yi+ ar — S-arsinh e) ; 


Be. m? c® eBR-/, eBR\: ‚ =) 
a Vi) - arsinh ee 


Gegenüber dem klassischen we man S;e —= 406500 m. 


also 


Durch Reihenentwicklung fü 
sche Wert: 


m mie. (eBR 1 feBR\ 
Samy ne (1 .1ea2) 2 


_jeBR 1/eBR\ 
Mg mE 


rei 
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7. Beschleunigung und. Kraft 


Aufgabe 7.1. 
Es sollen die Transformationsformeln für die Beschleunigung 
S du, _du, di 
MT ern und A = 
a ie f 2 
hergeleitet und diskutiert werden. Abkürzung: y= |/1 — =: 
Lösung: 
Es werden die Ableitungen von ° 
4 5 
r = Uy yı = ’ 
u Ur = ® f werten und 
, vr 
“ld = 
U = r 
l+ er 


gebildet: 
Au du, di Ad de dd di 
d ara u dr at’ d dr d’ 


hierbei ist 


di _yl— vRfe ! 


de o2.®, 
Eu ; 1+ a Ur 
Ergebnis: 
-8 
4, = 4; »(1+% eo 
= 2 -3 
-arlı4% u — aLy zul +) F 


r v®, © Yo, 
“= al! ER. —4,Y zul +2) 
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Auf der rechten Seite der Gleichungen erscheint außer der Besehleuni- 
gung a, (bzw. a, und a,) stets noch die Geschwindigkeit u, (bzw. auch u, 
und %,).. Das bedeutet, daß eine im System 8’ konstante Beschleunigung 
im System $ veränderlich sein kann, während die Geschwindigkeiten in 
S und 8’ konstant sind. 

Ist im System 8’ die Geschwindigkeit u, = 0, so varanlechen sich die 
Gleichungen (3.34), (3.35). 


Hinweis: 


Anstatt von den Gleichungen für die Komponenten der Geschwindigkeit 
auszugehen, kann man auch die allgemeinere Beziehung (3.27) zum Aus- 
gangspunkt nehmen. 

Durch relativistische Vertauschung findet man 


a ö v 3 
= 4a,y°|1 or: U) > 
us -2 -3 
v v ® 
I 2 R 2 
Gy AyY (1-%) +0, zul u.) 2 


= (1 — a) Herz! 5%) s 
Mit %=0:,=a,Y°, 
mit %=0 und w=eliy=a,y:, 
mit „=0 und w=0:,=.YJ%,. y=1ik. 


Aufgabe 7.2. 


Es soll gezeigt werden, daß in der relativistischen Physik stets eine Kraft- 
komponente auch senkrecht zur Beschleunigung vorhanden ist. 


Lösung:- 
Es ist 
ö du _ 5 ; a Yu: +% 
Te Va+w di 
also 
- du Au, du, 


Die Beschleunigung soll die Richtung der y-Achse haben: 
_——-—+0. 


Eu 


dus 


de 


| 
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Dann erhält man 


du, My 
F, = di 7 ye\s Ug Uy 
al 
und 
_ du, Mg Mo 
’ di ya + ee as ? 
_ du, My + i 
ws 9 0% 
1 (1 — =) 
da, Mo a 
a di ; 42 (e* — un) 
all: & 
C 
Daraus folgt 
Yo % 
a Pr Fy. 


Es ist ersichtlich, daß aus F,=F 0 auch F,+ 0 bzw. F, +0 folgen muß. 


Aufgabe 7.3. 


Es soll die Massenveränderlichkeit bei a) parallel und b) senkrecht auf 
einen Körper wirkender Beschleunigung angegeben und diskutiert werden. 


Lösung: 


Zur Veranschaulichung des Problems denke man an das praktische Bei- 
spiel; die Beschleunigung eines elektrisch geladenen Teilchens zu bestim- 
men, das sich a) in Richtung der Felälinien eines elektrischen Feldes bzw. 
b) senkrecht zu den Feldlinien eines magnetischen Feldes bewegt. 

Gemäß dem Relativitätsprinzip soll in der relativistischen Mechanik -- wie 
in der klassischen — die Gleichung j . 


d 
| F= % (m v) 
von derselben Form bleiben. 
Die Kraft in Richtung « bzw. y bestimmt man wie folgt, wenn die Impuls- 
masse (A.23) substituiert wird. Es soll v = u, und u, = 0 sein, d. h., zwei 
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Systeme en sich in Richtung der x-Achse. 


nd[_ m de\__m de 
I " y% di = DE di2 
\V!-#® y. -— 
me dude, 
; h „2\3 di di 
F _d Mg dy u Mo \ day 
Tal) ed) ad 
i-Z 1-7 
Mod dv dy 
2: . ve\8 di de 


Es ist nun d’r/di? = a,, dx/dt = v, d2y/di? = a, und die y-Komponente 


dy/d = u, =60, da die Kraft Fr senkrecht zur Geschwindigkeit steht. 
Damit folgt 


“ Interpretiert man das Ergebnis aus der Definition „Rraft = 


Masse » Be- 
schleunigung‘““, 


so hat man zwei verschiedene Massen zu unterscheiden: 


Mg 


FF, = mM, Gy, wobei My = ———e die es 
Me 


und 


Mg 


———— die Transversalmasse 
ga ö 
1-— E 
IB c i 


F, = M, a, wobei m, = 


ist. 
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Der relativistische-Massenbegriff ist von dem Begriff, wonach Masse eine 
„Quantität von Materie‘ wäre, grundsätzlich verschieden. Die Masse 
sollte als „Maß der Trägheit‘‘ definiert werden, worauf von der ersten 
Physikstunde an geachtet werden sollte. 

Aus der Definition „Kraft = = zeitliche Änderung des Impulses“ folgt, 
daß begrifflich nur eine einzige Masse erforderlich ist: die Impulsmasse _ 
m = k m,, die dem Betrage nach der Transversalmasse gleich ist: 

d Mo 


F= — ABEL. Re 
ab! f 92 


Hieraus berechnet man die einzelnen Komponenten F. Fy und F.. 


Aufgabe 7.4. a: f 
Es soll die allgemeine. Transformationsformel für die Kraftkomponenten 
hergeleitet werden. 


Lösung: 
AuF= a“ (m u) erhält man 
/ dm u 
en rt “ar 


Substituiert man die Transformationsformeln für die Größen auf der 
rechten Seite 

dm dm’ v wer du 

Teer: Zur ( =) ar 


so findet man 


F,=. + u Pi +% F;), 
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- Aus diesen allgemeinen Beziehungen folgen die angegebenen Spezialfälle 
[G1n. (4.49), (4.50) und (4.51)]. 


Aufgabe 7.5. 


Es soll gezeigt werden, daß keine noch so große Kraft bzw. Beschleunigung 
ein Teilchen endlicher Ruhmasse auf die Geschwindigkeit v = c zu bringen 
vermag. 5 ann 


Lösung: 


Auf ein elektrisch geladenes Teilchen soll eine (beliebig hohe) elektrische 
Feldstärke einwirken und es für eine (beliebig lange) Zeit i beschleunigen. 
Die erreichbare Geschwindigkeit ist stets v < ce. 

Die beschleunigende Kraft ist durch F = g |E| gegeben. Also gilt die 
Kraftbeziehung i 


d (mv) 
ds yı — oje 
oder, da die Ruhmasse m, eine Konstante ist, 


d v glEı 


Ey oje Me 


=glE 


Die Gleichung wird integriert unter der Bedingung, daß zur Zeit t=0 
die Anfangsgeschwindigkeit v = 0 ist. Man erhält 


/ 
schließlich folgt hieraus nach Quadrieren, Umordnen und Wurzelziehen 


ter glElt = 6 


je ı\?® Mg ce \* 
m +) Veen) = 


Für i — oo (oder q |&| t— oo) ist der Grenzwert v» = c. Für hinreichend 
kleine Zeiten t<m,e/glCl, in denen das geladene Teilchen noch keine 
große Geschwindigkeit erlangt hat, geht die nichtlineare Beziehung in eine 
lineare Beziehung über. Schreibt man die Gleichung in der Form 


c 


mooH/; | ( IE \ 
glEelt mo © 


K] 
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so erkennt man unmittelbar, daß für (7 2) <1 
(13 n 
„aM: 
: Mg | 
folgt. Diese Gleichung ergibt sich aus der Newtönschen Mechanik: 
_F_.& 


Mg My; 


Für die Geschwindigkeit folgt daraus 
gleitet 


Mg 


== 


Wäre die Masse konstant, so würde sich daraus für i — oo auch eine un- 


endlich eg Geschwindigkeit ergeben, was aber tatsächlich nicht der 
Fall ist. 


Aufgabe 7.6. N 
Es soll die Strecke x berechnet ES OR die ein im amogereh elektrischen 


‚ Feid beschleunigtes Teilchen in der Zeit t zurücklegt. 


Lösung: 


Man hat die Gleichung 


„de glei. 
Te 
glei: 
NEL) 


zu integrieren. Zur Zeiti= 0 befindet sich das Teilchen der * Ladung q 


‚am Punktx='0, zur Zeitt am Punkt e: 


j* Er glSı: — dt 
1 IE] ) 


Mg € 


Man substituiert 1+ Pe 16 .)- =2,d.h, 


gie let, _ Mc 
za ra - dz bzw. I: Fe 
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Damit folgt nunmehr 
lee ne m dr mg Az 
m yet) zu) Er RERBETTSETE 
Mo 4, ge 3) 
1 ——l, 
ge Y ii | Mg € 
Schließlich erhält man 
m; ge ) 
== 1 — 1]. 
al lm 
Hieraus ergibt sich durch Reihenentwieklung für. 4 |E| i< Mg e: 


My € gie: Ber 
te] 


1 ql8l 
«= 7 Mo 
e=lam. 


Für kleine Geschwindigkeiten v gegenüber der Vakuum-Lichtgeschwindig- 
keit c gilt hinreichend genau die Newtonsche Mechanik. 


8 Der relativistische Energie-Impuls-Satz 


Aufgabe 8.1. 


Es soll die Transformationsbeziehung für Energie und Impuls aufgestellt 
' werden (vgl. 4.7.). 


Lösung: 


Der Energie-Impuls-Satz EB: = p°c? + mich stellt eine Invariante dar. 
Es ist zu erwarten, daß sich analoge Transformationen wie. für x, 4,2 und £ 
aus der quadratischen Form des Weltlinienelementes ds? ergeben. 
Für den Übergang p —p’ und E — E’ substituiert man 

_ 2er 
ee 


Ugd z UV 
I 1 3 
2 + 


’ 
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sowie entsprechend «,, da m(u) u — m’(w’') u und m(u) c& — m (w) 2 gilt 


, 2 Mm 
2 {) 


2 
E(wW) = LEN 


ec? UV 
ee 
folgt 
v 
My (U, — ®) (1 -) 
Pr: = —— 
. uR Du UV 
aftalte 
U, —V% vE 
= m = 


mit m = 2 ergibt sich schließlich 
vE 
Pr=k [p.- 7) . 


Kaklape Rechnungen ergeben die im Abschaikt 4.7. aufgeführten Trans- 
formationsformeln. 
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Aufgabe 8.2. ° ’ 
L, Mod 
———— und 9 = —— 
yı-ve e YI- ve? 


den relativistischen Energie-Impuls-Satz E? = p? c? + ES. her. 


Man leite au E = 


Lösung: 
Man substituiert m, = Euje?, quadriert und addiert E}. . 
a EB? v2 2 E2 (v2]c2) . 
eil- cd) 1— v2je2’ 
E® [v2Je® + 1(1 — v?Je?)] 
a ee Fer 7 Due 1-2 =£E:. 
Aufgabe 8.3. 


Es ist die relativistische Energie-Impuls-Beziehung 
=YmMe+dap “ {A.37) 
herzuleiten und für drei Grenzfälle zu untersuchen: 
1. nichtrelativistischer Grenzfall: P<m6; 
2. Teilchen, deren Geschwindigkeit v ss c beträgt, also für 2 > m, © 
3. Teilchen, deren Ruhmasse gleich Null ist, ae =0 en. Neu- 
trinos). 
Lösung: 


Man quadriert die Beziehung m y1l — v2je = MM und uullipliziene beide 
Seiten mit c*, dann folgt mit p? = m? vo? 


BR-29?=md. 
1. Füro<m, ec erhält man 
p 


mAtz,- 


Em e (1 + Img 25)” Im 
0 


Der Ausdruck »2/2 m, ist die klassische kinetische Energie. Alto: 


1 
Ewim, 0 +gm#, d.h., Bun = EB H,= mie. 
! \ 
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2. Für p> m, c folgt 


2 
DE 


also 


In sr Fall ist Erin > my. 2. 

3. Für Teilchen ohne Ruhmasse folgt E = pc, also Ep =v=e. 
Diese Teilchen mit m, = 0 bewegen sich stets mit Lichtgeschwindig- 
keit: E= Bin = =pc. 

Aufgabe 8.4. R 

Es ist der Zusammenhang zwischen dem Impuls und der kinetischen Ener- 

gie aufzustellen und für die drei Fälle wie in Aufgabe 8.3. zu diskutieren. 

Lösung: 

Für die Gesamtenengie E und den Impuls » güt 2? = mic! + 292. An- 

dererseits ist #2? = (Eym + E;)?. Daraus folgt cp — YEkın (Print 2 my). 


1. Im richtrelativistischen Grenzfall ergibt sich - ° 


1 2 2:2 Er 
PS — Eyın m I  _ Mg d 
c i : ® 
3709 


2.. Für Teilchen, die sich fast mit Lichtgeschwindigkeit bewegen, erhält 
man = 


cprz En tm ec. 

3. Für Teilchen ohne Ruhmasse (Photonen, Neutrinos) findet man 
cp = Exam . 

Aufgabe 8.5. 


Man berechne Impuls und Energie der Elektronen, die die Erde längs des 
* Äquators umkreisen. Erdfeld: H = 60 A/m. Radius der Kreisbahn 
R = 6400 km. - u 
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Lösung: | 
m v? 
Een Pp=WmeHR = 7,12. 1077 mkg/s 


ee 
En = Ye mA mA. 


Da. m, 6? = 0,511 - 10° eV gegenüber pc vernachlässigbar ist, gilt 
En & Pc = 1,45 - 1011 eV. . 


Aufgabe 8.6. 
Es ist zu zeigen, daß die Ruhmasse für ein Photon m, = V ist. 
Lösung: 
Die Beziehung m = — — kann nicht angewendet werden, da für 
nt = 
€ 


v = c die Größe m, durch 0 dividiert werden müßte. Die Ruhmasse My 
‚eines beliebigen Teilchens erhält man aus (A.37) 


ı,//EW _ 
MmM=— \\—) PR. 


© © 


Substituiert man für Photonen E= hr und p=Mie= h v/c, so folgt 


._Rhaffei® 1: 
MT lAch 
Man erkennt, daß der Radikand wegen — _— I verschwindet. Mithin ist 
für Photonen m, =®. 


Aufgabe 8.7: 


Es soll-auf Kernreaktionen (zwischen zwei Teilchen), der relativistische 
Energie-Impuls- Ausdruck angewendet werden. Dieser Ausdruck soll dann 
für Reaktionen nichtrelativistischer Teilchen spezialisiert werden. 


Lösung: 


. Es gelten die Erhaltungssätze für Energie und‘ Impuls. Zwei Teilchen a, 
A besitzen vor dem Stoß die Energien Z, bzw. E, und nach dem Stoß E, 
bzw. E,,.so. daß gilt: 


FR,+Eı=#,+F# (Einsrgieiätz) 
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Geht der Kern Bin einen angeregten Zustand über, so wird die Kesungs. 
energie durch. 2% Bymnbolikiere, Gemäß der allgemeinen Relation (A. 37) 
erhält man _ BT 


rer Poren a ee 
— mE F ph eE + Vomp ek EHE Probe. - (A.38) 


Weiterhin güt 


‚BPatPı=m+tPs (Impulssatz). 
Diese Beziehung läßt sich als Impulsdreieck darstellen un A. 12). 


P +Pa 


Abb. A.12 


Der Kosinussatz liefert 


Pr = Di + (Pa + Pı)" — 2 DrlPa + PR cp. (A.39) 


Der Winkel ® ergibt sich mit dem Sinussatz: p, sing = ?5 sind. Aus 
(A.38) und (A.39) kann 9, eliminiert werden. Die resultierende Gleichung 
verknüpft die Unbekannten p, und eo mit den Bekannten p,, Pı und den 
Massen. 
Handelt es sich um Reaktionen nichtrelativistischer Teilchen!) so ist 
pc<m ec’; man erhält aus (A.38) 

em tm m—mı)e. (A.40). 
Setzt man E5 <m; c? voraus und führt als Abkürzung & für die klassische 
kinetische Energie . 
2° 


Exin = ne am 


=& k 


ein, so folgt 
H+a=ntes+ Hr. Aal) 


Die Einergietönung Q der Reaktion kommt — wenn die beteiligten Reak- 
tionspartner im Grundzustand sind — durch etwaige Massendifferenzen _ 


2) In der Praxis kann man Kernreaktionen, die von Protonen oder Neutronen 
mit Einfallsenergien bis etwa 100 MeV ausgelöst werden, als klassisch 
Sichtwelasieetisch) betrachten. 
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(Unterschiede der Bindungsenergie) zustande. Aus (A. 39) erhält man 


2 mp e5 == 2 Mac. +2 mE — 22m "Mg Eu Y2 my &) 608 9. (A.42) 
Eliminiert man ez aus ‚A. 41) und (A.42), so erhält man die sogenannte 
Q-Gleichung n R% 

m m \ 2 
Q-Ei = «(1 +e)-ufı ne) Vi My Eu BR 4 
Mit dieser Gleichung können die Werte Q — E# und damit die verschie- 
denen Anregungsstufen E# eines Atomkernes bestimmt werden. 


Aufgabe 8.8. 

Der relativistische Einergie- und Impulssatz (Auf, 8.5., Gl. (A.38) und 
(A. 39)) soll — als Beispiel einer Reaktion relativistischer Teilchen — auf 
die Streuung von Liehtquanten an Elektronen ne. ange- 
wendet werden. 


. Lösung: 

Die Streuung zwischen Quanten y und Elektronen e wird folgandermaßen 
symbolisiert, wobei die gestreuten Teilchen durch einen Strich gekenn- 

_ zeichnet sind: e(y, y’) e’. 

- Die Energie des ei ist sehr groß Beränubee, der Erdunsmere 
des Elektrons, so daß das Elektron als frei betrachtet werden kann. Diese 
Wechselwirkung kann als Stoßprozeß zwischen einem Quant und einem 
"ruhenden Elektron aufgefaßt werden. (Auch der inverse Compton-Effekt!) 

"ist möglich: y(e, e’) y‘.) 

Mit der Symbolik und den in Aufg. 8. 5.. angegebenen Gleichungen wird 
M=m=0; Mi=M;=m . (Elektronenmasse); 


oa BVa 
Bee m o 


Aus Gl. (4.38) erhält man mit 23 p = 0 als Bnergiegleichung 
ka -ma=ho AB DER Hm. 
Als Impulsgleichung erhält man aus Gl. (A.39) 
; 
p% (al +9 —-20% ©; 608. P). 


1) Beim inversen Compton-Eifekt teilen die Lichtquanten den Rlektronen. 
wiederholt Energie mit, wodurch diese im Laufe ihres Daseins im ER osmon 
auf große Energien gebracht werden können. 
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Nach Substitution folgt 
(i (0, — ©) + m = MR (wo + wi)? — 2 R? 0. @, cos p + m? c! 
und schließlich 


=— -——_ u —to8p). 


Es ändert sich also die Wellenlänge des Quantes um 


Mm hd 20. -..). 
| [7 77 
Ar ee) oder se, mm 
Me ? ME 2° z2eN 


Aufgabe 8.9. 


„Mit dem relativistischen Einergie- und Impulssatz soll die Streuung schnel- 
ler Blektronen an Atomkernen behandelt werden: Folgende Aussagen sind: 


herzuleiten: 


a) bei elastischer Streuung (mit 2% = 9) le sich für die Energie des 
gestreuten Elektrons a 


E z 
Z, == 3 . E 
25, 39 
Img A 
‘b) die an den Rückstoßkern übertragene Energie ist: 
Er 

Bu—h= "4 g8 < a ’ 

ern 

2 EB, sin 


c) für die Impulsübertragung g gilt: 


PaPo 9 
Pz = 2 Pa P, Sin Z syır 2 a sin? 


(mie E,<m, 2 bw 9,<m,c ist Pa = 2 2.und), 


8) bei unelastischer Streuung (Streuung mit Kernanregung) gilt: 


Br 


(mit B„E<mea Sl BB»E,-— ED. 


8. Der relativistische Einergie-Impuls-Satz 3il 


Lösung: 
Berechnung mit m, = m, SO; ma = Me} 
EZ, E, 
Der: ee Pı=V0 


nach den Beziehungen (4.38) und (A.39). 


. Aufgabe 8.10. 


Es ist der Zusammenhang zwischen der Geschwindigkeit eines freien Teil- 
chens und seinem Impuls anzugeben. 
: 


Lösung: 

Aus 

folgt 5 
0E _ c?» ep d:mo_ 
R matne Emo 


Die Beziehung v — 0E/0p gilt allgemein, d.h. für relativistische Teilchen. 
Für kleine Geschwindigkeiten erhält man die Gleichung der klassischen 
Mechanik 


2? 


ve. 


Mg 


Aufgabe 8.11. 

Wie bestimmt man die Ruhmasse eines Teilchens aus hochenergetischen 

Reaktionen ? Essolldie Ruhmasse eines Teilchens berechnet werden, dessen 

kinetische Energie Z,., = 50 MeV und dessen Impuls p = 128.5 MeV/cist. 

Lösung: 

Aus dem Energie-Impuls-Satz E:= 9° cm? c* folgt mit E = En +, ® 

Pr — Ei 

An Erin ° 

Mit den angegebenen Werten für Z,, und p erhält man 
m. = 139,6 MeV? = 273 Elektronenruhmassen, 


also ein (geladenes) Pion. 
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9 Compton-Effekt, Paarbildung, Photonenemission 


Aufgabe 9.1. 


‘Die beim Compton-Effekt auftretende Wellenlängenänderung 44 ist a) 


durch klassischen und 5) durch RR Ansatz herzuleiten. 


Bing: 
“) klassisch: 


khvym=hv +5 m v®  (HEnergiesatz), 


ar == " -mv (Impulssatz) ; 


b) relativistisch: . 


hvmhr-+im— m) (Energiesatz), W>r, 
In x Mg n 
an Te 
Die Rechnungen ee sich im Ergebnis nur durch die genaue 
Angabe der Ruhmasse; 


(Impulssatz).. 


a) klassisch: | AA = 2a — 0089); 


b) relativistisch: 4 = BL (1—cosp). (A.43) 
ME... En 


Komponentenzerlegung des Impulses (Abb. A.13): 


a "m cp +mvcoa®, 


= —"einp+mosind. 


Durch Quadrieren und Addieren eliminiert man ® und sodann mit Hilfe 
des Energiesatzes v. < 


"Abb. A. 13 


%. Compton-Effekt, Paarbildung, Photonenemission . 313 


"Aufgabe 9.2. 


Aus- der Beziehung für die Wellenlängenänderung AA {A.43) ist die 
Energie E für die gestreuten Photonen zu folgern, wenn die Primär- 
energie E, beträgt. i 


Lösung: 
3 


B, 
1 re (1 0089) 


H= 


Aufgabe 9.8. 


Wie groß ist die Energieänderung AZ = E, — E und die Energie # der 
Streuguanten, wenn Gammastrahlung von E, = 1,33 MeV (60Co) verwen- 
det wird und die Streuquanten unter 9 = n/2 beobachtet werden ? 


 Dösung: 
H= en) bzw. E= 2 „ 
0 ee ) mel 
my ec? ? Ze Mg €} 2. 
z— 133 MeV _ 135MeV _ 37 Mev: AB 0,96 MeV. 
1,50 ! 
0,511 
Aufgabe 9.4. 


Es ist die maximale Energie der Compton-Elektronen zu berechnen, wenn 
Gammastrahlung von 7, = 1,33 MeV (%Co) verwendet wird. 


Lösung: 
Die Energie 
8, 7 ; =. c2 
Mg 
25, a: 2 
erreicht das Maximum, wenn sin? 9/2 = 1, wenn also # = x ist. 
1 Fire: 
# as  SeMEN. = 0,96 MeV. 
14 0,511 
1,33 
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Aus Aufgabe 9.3. folgt dann für die Aufteilung der’ EN 
E, = 1,33 MeV: 
E,= E + E,= 0,97 MeV + 0,96MeV. 
Aufgabe 9.5. 


Ein Photon einer Energie von E, —= 1,33 MeV erzeugt im Kernfeld. ein 
Blektronenpaar (y—e” + et). Welche Geschwindigkeit besitzt jedes 
Teilchen, wenn angenommen wird, daß auf beide der gleiche Anteil der 
kinetischen Energie entfällt? f 


Lösung: 
klassisch: 

hv=2m0 +2: Sm 5 

m v2: = 1,33 MeV — 1,02 MeV = 0,31 MeV. 
Positron und Elektron besitzen je 155 keV, d.h., 


Vxlass _ 5,932 : 107: y15,5 - 10% 3 


cms“! 
Vrtass = 2,335 » 10° ms”; 
relativistisch: 
1 =. - 


- 1,02)? 
v3 ae ms! yı —_ (13) 
v=3-10%: 0,642 ms=!, 
v= 1,926. 10° ms. 
Die Differenz zum klassischen Resultat zeigt, daß man relativistisch rech- 
nen muß. 
Aufgabe 9.6. 


Es soll gezeigt werden, daß die häufig verwendete Beriehanp hv=AE 
für die Emission eines Photons durch ein angeregtes (ruhendes) Atom nur 
für den Grenzfall einer großen Atommasse M, gilt. 
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Zösung: 

Beim Eimissionsvorgang | müssen die Erhaltungssätze für Energie und Im- 
puls zugleich erfüllt sein. 

Einergiesatz: M, we=M’ @a+ho; 

. Impulssatz: .M’v 7 _ =0:. 


M, ist die Ruhmasse des Atoms vor der Emission, M, ist die Atommasse 
nach der Emission: 


© ist die Geschwindigkeit, mit der ee das Atom nach dem Rückstoß 
bewegt. 
Aus den Erhaltungssätzen folgt. 


Im -Af-une 


6 & 
und daraus 
M2&@2— Ne 
| =, ! 
Da AE=(M, — M;) ce? ist, findet man durch Umformung 
AE 


Die übliche Beziehung AE = hv gilt also nur, wenn AE<&2 M, e? ist. 


Aufgabe 9.7. 
Man berechne die Rückstoßenergie der 1t1r.Kerne, die beim Zerfall von 
12105 entstehem. Zerfallsenergie: 129 keV. 


Lösung: 
(AB)? (129 keV)? 
Er = 


2Mce 2.191.938 MeV 


0,046 eV. 


Diese geringe Energie, die das Gamma-Quant dem Tochterkern 1MIr 
überträgt, verhindert bereits das Zustandekommen einer Resonanz- 
absorption. Die Kompensation dieser Rückstoßenergie bezeichnet man 
als Mößbauer-Effekt, e 


\ 
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10. __ Materiewellen; Phasen- und Gruppengeschwindigkeit 


Aufgabe 291. 


Es ist die de-Broglie-Wellenlänge für relativistische sa nichtrelativisti- 
sche Teilchen, die die kinetische Energie e U haben, zu berechnen. Die 
allgemeine Gleichung ist in]. und 2. Näherung als Zahlenwertgleichung für 
Elektronen zu vereinfachen. 


Lösung: 


mv Mg ® 


für den Zähler und durch Einsetzen von 


Karen 


v—=cC 1 — 
_ Zuin\® 
Y +7) 


für den Nenner 
h 


RT 
Nach Zwischenrechnung erhält man die allgemeingültige Gleichung 


Ks h nA 4.44) 


| - 
y: mg of an, 7) 


Durch, Reihenentwicklung folgt in erster Näherung für kleine Rnagn 


m. 


(Spannungen) aY e 
S Br  gU 
a a 
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Für Elektronen ist q = e, also 


leü U 
rare = . 6 s 
4 m, Basen ; 12 Volt ’ 


mithin gilt als Zahlenwertgleichung 


Me _; 1,225 
nm Volvo olt 


ID (1. 0,4894 : 10-° U/Volt).. {A.46) 


Eine weitere Näherung für kleine Spannungen (bzw. kleine Geschwindig- 
keiten) ist .. ; 
A= LL SEEN : (A.47) 


Y2mog U 29V 


- Für Elektronen &siht sich Jaraus als Zahlenwertgleichung 


), _ 1,225 


Se esemesancreee A:48 
nm  YUjVolt en 


Eine el gleichwertige Lösungsform für (A. ei ergibt sich mit 


= — Yen + % Ex Bo aus (A.37): 


h he hc 


= = ——— Oder l=—— 
» VEkin. + 2 Erin #o Ne Es Yn? ee 2n 


Für extrem-relativistische Teilchen erhält man aus 2 44) wegen 
1<gq U |2mge* 

he he 
ja q au. ,E' 


Diese Beziehung güt von vornherein für Luxonen, d. h. nn Teilchen ohne 
Rabmaass (Neutrinos, Ehotonen), : . . 


Aufgabe 10. 2. 


“ Wie groß ist die de-Broglie- Wellenlänge von Elektronen, die sich mit 80% 
der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit bewegen ? 


Wie groß ist der Unterschied zwischen dem klassischen und am relati- 
vistischen Ergebnis? 
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| Zösung: 


a) relativistisch: j 
v2 
= x Ay ;. v=6ß; B=08 
mv  meR Re ee 


6,625. 10-2 ergs- 0,6 
9,1:.10°23g.3. 1010 oma”! . 0,8 


b) klassisch: 


0,182 nm . 
A 706° == 0,0306 nm. 


A = 0,182 nm; 


Aufgabe 10.3. 


Es ist die Beschleunigungsspannung für Elektronen, Protonen und Alpha- 
teilchen zu berechnen, bei der die de-Broglie-Wellenlänge A = 1 10-2 cm 
beträgt. 2 jr 


Lösung: 


Die allgemeine Lösung U = f{A) ergibt sich aus (A.44) durch Auflösen 


nach U zu 


Mg 0? A? 
lan) 


Hieraus folgt durch Reihenentwicklung für ar <ı 

h2 A 

3 MogAR" 
Für Elektronen und Protonen ist g = e, für Alphateilchen istg=2e. 
.U,=150V; | ö 

U,=U.j1836, da m, = 1836 m,; 

U,=UD,4.2, dd m w4m, und g=2e. 
Aufgabe 10.4. 


Es soll der Zusammenhang zwischen Phasen-, Teilchen- und Vakuum- 
Lichtgeschwindigkeit hergeleitet werden. 
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- Lösung: 

E=me: (Eimsteis); E=hr (Praxck); 
h- me 

Am — (DE BGOGLIE); ma=hv, Ah, 9-3; 
MU h 

u=4v. 

Daraus folgt 
h me: ce? 

= ——, U=—. 

mu. h .v 


Für die Teilchengeschwindigkeit gilt stetso < c, d. h., die Phasengeschwin- 
“ digkeit u der Materiewelle ist stets größer als die Vakuum-Lichtgeschwin- 
digkeit. Das ist kein Widerspruch zur speziellen Relativitätstheorie; denn 
die Phasengeschwindigkeit ist nicht mit der Ausbreitung von Energie ver- 
bunden. ZZ 
Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Energie bei Materiewellen ist gleich 
der Teilchengeschwindigkeit v. Die Beziehung gilt auch für Photonen, 
dann ist abru=v= c. 


Aufgabe 10.5. 


Man zeige, daß die Gruppengeschwindigkeit u, der Materiewelle gleich der 
Teilchengeschwindigkeit v ist. 
Es werden verschiedene Lösungswege angegeben. 


Lösung: (1. Lösungsweg) 
Teilchen und Materiewelle sind durch die Beziekungen E=md, E=hv 


undp=mvu,p= 2 verknüpft. Gruppengeschwindigkeit und Phasen- 


4 
geschwindigkeit « sind durch die Gleichung 
1 1 v da 
aan (A.49) 
h Av hv : 
gegeben. Aus m v =; folgt sen also gilt . 
we, (A.50) 
mv . 
Für v findet man aus E = ma Yp®e® + EB} 
1 l or 
en 2 _ MM — -—— 2_ 92 
= YP-B=,, Y(h») ER. (A.51) 
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Substitution führt zu 
_ hvc 
Va) — mi 


ı 


Man bildet {A.49) und findet r =—,2o,=®v 


® 


Die Gruppengeschwindigkeit einer Materiewelle ist also die Teilchen- 


. geschwindigkeit. 


(2. Zösungsweg) 


Die Gesamtenergie eines Teilchens der Bahngeschwindigkeit v und der 
Ruhmasse m, ist 


EEmor m + Bye: BE (4.52) 


Weiterhin gilt X = hv, also » -2,; w=rvilip md. 


Für u, gilt 
u = u-15,, (A583) 
E A h Ä 
_ En a 
74 Tg t Fra; 


im zweiten Glied von (A.52) ist v? ersetzt worden: 
h2 


2. — 
32: 
mA 


Man bildet (A.53) und findet u, = v. 


(3. Lösungsweg) 


L ah) a) i_rdu . as 


(A.55) 
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az) a /mgc ß Mg ı 
zZ Kr nr)” app 
dv 5 Mg ce? )" mo fi} 


Bam) Rom 
Mit (A.55) findet man 
me KK I 


i 
er also wW=eß=v. 


f&. Lösungsweg ) 


s21 


Man geht von der lee E=hv= mc:undder ee 


digkeituv=ervi = Z aus! 


2 
E Mg € 


| elıa 
Substitution von 
n2 
ma }2 


und Bildung von 


v2 = 


—-.: sowie I 
di ar 
führt auf 
42,8 
PETER hau ‚ 
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"Eine andere Substitution 


h> v3 
Sn 
führt ebenfalls zu 
vi h?v® E® v* 
ee 
11. Der freie Fall in relativistischer Form 


Aufgabe 11.1. 


Die Gleichungen für den freien Fall in einem homogenen Gravitationsfeld 
(9 = const) sollen in relativistischer Form angegeben werden.!) 


Lösung: 
Die mathematischen Beziehungen für den freien Fall lauten in der klassi- 
schen Mechanik 


v=agh, h=ZR, vgl; 


von diesen Beziehungen läßt sich jeweils eine aus den anderen ableiten. 
Das Gesetz des freien Falles (im homogenen. Gravitationsfeld g = const) 
ist eine Folgerung aus dem (mechanischen) Energiesatz, mit dem man die 
erste Formel aus der Gleichheit von potentieller und kinetischer Energie 
unmittelbar folgert: 


mgh me. 


. Gemäß der speziellen Relativitätstheorie ist eine Energiezunahme einer 
Massenzunahme äquivalent: AE = Am. Für Am = m — m, gilt 


1 : 
Am = mg ——I 


Wenn AE nur auf die Änderung der potentiellen Energie m g x bezogen 
wird, gilt 
mgde—= cdm. 


1) GREINACHER, H.: Helv. phys. Acta 12 (1939) 394. 
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Durch Integration dieser Gleichung in der Form or = Z dx erhält man 


mit der Bedingung, daß für x = 0 die Beziehung m = m, gilt: 
j ER u 
Mm —= mM; € 


y 


Wird die Masse vne=0bsr=h gehoben, so erhält man als Massen- 
‚zuwachs 


Ir 
Am = my (& 1). 
Gleichsetzen dieses Ausdruckes mit der obigen Gleichung für Am liefert: 


YV_® agh du" - . i ö 
\ 3 
v=c/l-e 


. Das ist die relativistische Form der klassischen Beziehung v = 2 g h, die 
sich als Spezialfall für 29 hc? ergibt: Durch Reihenentwicklung findet 
man > 


20h 
ne 


5 1 _29% 


2 


(2g A)? 
2! 


Mit der Bedingung 29 << c? bricht man die Reihe nach dem 2. Glied ab 
und erhält vw Y2gh. 

Selbst für große Fallstrecken h, also 29h > c2, bleibt „v® stets kleiner 
als c. 

Es soll nun die der Gleichung h = g 12/2 entsprechende relativistische Be- 
ziehung hergeleitet werden. Aus der Gleichung für v folgt 


ee 


+ 


29 
de et 
»-@-.clı-e 3 
d.h, Ba 
cd = — = 
220, 
ine 


Durch Integration erhält man 
\ gt gi 
TR e? 10 rn = °) 
h= 7 in 6 ( +e e 


d.h,, j 
RE 
g © 


Für gt<c erhält man den Spezialfall h= g 12/2. 
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TE 
j 


Schließlich findet man die der klassischen Gleichung v = gt rend 


zelativistiache Beziehung, indem man ahjdt bildet: 


vum ann. 
© 


Für gi<c erhält man durch Reihenentwicklung die klassische Gleichung 
vgl. 
Für gi>e folgt wiederum, daß v» höchstens gleich c werden kann. 


Aufgabe 71.2. 


Die Gleichungen für den freien Fall in yelativistischer Form sind aufzu- 
stellen für den Fall, daß sich die Schwere mit der Höhe ändert!). 


Lösung: ; 
Berücksichtigt man, daß die Schwere von der. Höhe abhängig sein kann, 


so ist in den Gleichungen der vorhergehenden Aufgabe die Größe g wie 
folgt zu ersetzen: 


R \ 
g -(35) 3 


hierin ist, R beispielsweise der Erdradius. Mar erhält dann für die Fall- 
geschwindigkeit: 
29h 


vecrilze em 


Der Höchstwert v% folgt hieraus für A — oo: 


> 2HR 
Vo = bee, Mr: 
für 2, R<c BR sich die klassische Form der Eindgeschwindigkeit: 
=, -Y2gR HR 


' Eine weitere Durakzeckriig erscheint nicht gerechtfertigt, da Riot Ge- 


brauch von dem Newtonschen Gravitationsgesetz gemacht, wurde, dessen 
Anwendung gemäß der leemaaen) Relativitätstheorie nur in erster Nähe-.. 
rung zulässig ist. 


Aufgabe 11.3. 


Es soll die klassische Beziehung mgh=m 222 für die Mechanik (kahser- 
vativer Systeme) in relativistischer Form dargestellt und nach v aufgelöst 


[u 


werden. 


1) Grnrwaouer, H.: Helv. phys. Acta 12 (1939) 394. 
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"Lösung: 


Aus der klassischen Beziehung folgt durch die a von poten- 
tieller ı Eyo: und kinetischer Energie Exın 


2gh. (A.56) 
Für die er Einergie im Schwerefeld gilt relativistisch (s. Aufg.11.1.) 
eh 


mit m = m,e 
g= 


Afpot = Mg e"yde, 
also mit 9 = const 


3 . h 
[ 982 
E 2. 
pt = mg © de 
8 


- und nach Ausführung der Integration 


a u h e 
Eyot = Mg ler 2 il. (A.57) . 
Für die kinetische Energie gilt allgemein 


Ein = m ® — 11. De (A.58) 


Aug der Gleichsetzung von (A.57) nd (A.58) und durch Auflösung nach 
v folgt an Stelle von (A.56) nunmehr 


Y _2ch 
2 
v=c/il-e °. 


Dieser Ausdruck geht — durch Beihenentwieklung fürg A .c*(Aufg. 11.1) 
— in die eb Formel Fe 56) Aber: 


12. . Raketengleichung in relativistischer Form 


\ 


Aufgabe 12.1. 
Es En gezeigt werden, daß sich die Ziolkowskische Bassleispiene: 


Me = ” (im leeren Baus ohne Schwerkraft) 


als Grenzfail einer allgemeineren relativistischen Gleichung!) ergibt. 


1) J. Ackzeer, Helv. phys. Acta 19 (1946) 103. 
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Lösung: 
Die klassische Gleichung ergibt sich aus 
a) dem „Mässenerhaltungsgesetz“ dm = — dm, 


db) dem Impulserhaltungsgesetz d{m, «,) = dm, ü,, 


c) dem Galileischen Additionstheorem der N 


bk=wWw—ı. 


. Es bedeuten: 


M,, U Masse und Geschwindigkeit der Rakete, 
Mg; U, Masse und Geschwindigkeit der ausgestoßenen Gase; 


w Relativgeschwindigkeit der ausgestoßenen Masse in bezug auf die 


Rakete. 


. Man eliminiert dm, und %,: 


m, du, = — dm, w 
und erhält nach Integration 


unm=— n. const. 


ei Konstante ergibt sich aus der Anfangsbedingung: Für sw =0 is 
= M,. Nach Beendigung des Verbrennungsvorganges ist die Eindmasse 
H, und die Endgeschwindigkeit der Rakete u,. 


Damit ist 
M -5 ”“ ,M, 
=, =6& bzw. er == In =, . 


von der Massenerhal- 


Bei der relativistischen Berechnung geht man nie 
tung, sondern von der Energieerhaltung aus: ” 


. : ; 
4) Energiesatz: d BEL... Kae PR dmg © : 
u, Y Er 
FEN je 
2 j 2 
5) Impulssatz: d Mg ) _ Mon %n ; 
u “2 
a“ _® 
) Einsteinsches Additionstheorem: = we > 
ER 
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Man eliminiert zunächst wie oben d’ng, und u,; danach berücksichtigt man. 
: das Additionstheorem der Geschwindigkeiten. Schließlich findet man 


dmg _ ___ It 


Ma u\ 
9 w|l—-— 
u: 


Die Integration liefert 


2 

€ dıy 

nma=--— az 
wvj®—u 


+ const, 


21 
_ n2 a + const. 


In na = - 
” w2ce c—ıu 


Mit dem Anfangswert m,, = M, und den Endwerten Me; Ye erhält man 
die relativistische Raketengleichung 


Uo\ 
A EN 
M, 1+ Ue 
€ 
Hieraus folgt durch Reihenentwicklung mit 
„1-8 20 205 
En re ae a 
und w<e 
In 4 a ER 2 Ue 
M, 2w 6 ’ 
also die klassische Beziehung 
M, __ %e 


Während nach der klassischen Beziehung Raketengeschwindigkeiten 
: „möglich‘ wären, die größer als die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit sind, 
ist nach der relativistischen Gleichung die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit 
wiederum die obere Grenzgeschwindigkeit: 


L- (ae)? 
M; 


Me 
+ (2) 


b) 


Dr) 
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Für die sogenannten Photonen-Raketenbat man in den obigen Beziehungen 
w= c zu setzen. Damit erhalt man 


1 [Mel 
= 1- we ea we 2 M, 
i+wefe i e 77 1. [He 
\m 


Für use = 0,995 berechnet man mit der Abkürzung &= M./M, als 
Massenverhältnis 


1 — 0,905 
= M,/M, = zo = 0,05. 


Es sind also bei der Endgeschwindigkeit u. nur noch 5% der Anfangs- . 


masse vorhanden. Bei größeren. Geschwindigkeiten v, == c wird e noch 
ungünstiger; es gilt & = 8/2, wobei ö = 1 — u,le ist. 

Im vorliegenden Fall der Photonenraketen ist bisher vorausgesetzt wor- 
den, daß der Wirkungsgrad für die Umwandlung der Masse in Rückstoß- 
energie (ohne Wärmeverluste!) gleich eins sei. Das würde für & = 0,05 be- 
deuten, daß 95%, der Anfangsmasse vollständig in ausgestoßene Strah- 


lungsenergie umgewandelt werden müßten, was natürlich ausgeschlossen . 


ist. 

Bei der Endgeschwindigkeit u, = 0,995 c liegt etwa die zehnfache Zeit- 
debnung vor: Lorentz-Faktor k = 10 (Tabelle 1, S..45). Ein Weltraum- 
flug mit Rückkehr umfaßt 4 Phasen (8. 165), so daß sich das Massen- 
verhältnis ‚weiter verschlechtert: (M./M,)' = e* = 0,825 - 10-5 < 10°, 
Die zurückgebrachte Masse ist also kleiner als der 10°te Teil der Start- 
masse. Bei größeren k-Werten werden die e-Werte noch wesentlich un- 
günstiger (S. 166). 


Den obigen Zusammenhang = = f(w,/e) kann man auch für e = /(k) um- 


schreiben, wenn man k = er] a ‚also v./ce = Yl — 1/R2- substituiert: 
Us 
e=k— yk®—1. An Stelle dieser Gleichung verwendet man für k>i 


(Reihenentwicklung !) in guter Näherung e= 5; i 


Anhang 


Näherungsbeziehungen 


Die nachstehenden Näherungsbeziehungen, die für |x] < 1 gelten, ergeben 
sich durch Reihenentwicklungen. Je nach der gewünschten Genauigkeit 
wird die Reihenentwicklung nach dem zweiten oder dritten Glied abge- _ 
'brochen. In den meisten Fällen genügt die Berücksichtigung von zwei 

Gliedern. Diese Reihenentwicklungen werden zur Vereinfachung von 

Rechnungen angewendet und speziell zu dem Zweck, um aus den all-. 
gemeingültigen relativistischen Gleichungen durch Näherungen die klassi- 

schen Formeln zu erhalten. 


1 il 1 
Trzr1-® ‘() Ver (4) 
Drltz © MFEs 432, 0 
1 1 : BEER 1 

Allgemein gilt — an Stelle von (1) bis (6) — 
ar asr-ich)erleil)eree 
ae ee Dry... m 


Hierin kann n ‚auch eine positive oder negative gebrochene Zahl bedeuten. 

- Der Ausdruck (a + x)" kann auf (7) a werden, wenn |x] < le]. 

Es ist (a + ©)" = ar (1 + zja)®. 

Die Gleichungen (1) bis (6) erhält man in elementarer Weise — ohne 
Reihenentwicklung — dadurch, daß man z. B. eine Erweiterung vor- 
‚ nimmt und auftretende Quadrate kleiner Größen als klein von 2. ee 


x 
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vernachlässigt: 
1 Bes 1—-x I | er 
Its (Irnli-n) 1-2 1.207 : 
I _ I» >; u 
yi—-x 1 2 #1 _Z 2 
Biest 2 
Weitere wichtige Näherungsbeziehungen 
At )ltzo)- lt t% en ei <1 
. Fr 
snz=X%— sts .. el <o 
2 a 
corx—=1— 1t2- Hs al <o 
41 = 
t = ER 
n=0+y 18° el < — 
x, 

FF -ltntgt le] < © 
ie — — 13 
irewch-t — I See 5 Lo... 0<2£2 
u —1<s2sl, 
snhe=e+ + +: x] <:oo 
ch 14 z; +Z + e<o 

1 2 | Bar: 

BE TEREE 30%: WEL ERRELS?N TRDERFRR u A 
tnhe=a— a4 7g® M<z 
he=i4+3-5+: 0< ia < 
Ser a 

1 1.3 
3 gas BEER RERGBELN *..) BER EESHFE ; EERIEEEN 
nee 3.35% +2.7.5°® «| <1 


zu a 
atenhz=24+, tg + al<1 
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